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Introduccion

Los sistemas de ecuaciones polinomiales aparecen en muchos modelos matematicos.
En algunos, el interés se focaliza sobre las soluciones complejas, mientras que en
otros el interés recae particularmente sobre las soluciones reales. Esto, por cierto,

constituye un problema considerablemente més dificil que el anterior.

Una consecuencia inmediata de la Regla de los Signos de Descartes (enunciado por
R. Descartes aproximadamente en el anio 1650) afirma que una ecuacién polinomial
en la que aparecen exactamente m términos monomiales tiene como maximo m — 1

ceros reales positivos. Una cota que claramente no depende del grado de la ecuacion.

Con la inquietud de generalizar este ultimo resultado, podriamos preguntarnos si
existe una cota, por un lado, para el niimero de soluciones no degeneradas de sistemas
de n ecuaciones polinomiales en n variables y, por otro, para soluciones aisladas, cota
que dependa unicamente de la cantidad de monomios y variables que involucre el
sistema y no del grado de los polinomios como se puede observar en el Teorema de
Bezout (ver [2] y [6]). Las soluciones no degeneradas de un sistema de ecuaciones

polinomiales
filzy, ... xn) = ... = folzy,...,2,) =0,

antes mencionadas, son aquellas soluciones en las cuales el determinante de la Matriz
Diferencial de F':= (fi,..., f,) no se anula. Este concepto generaliza la nocién de

un cero simple de un polinomio en una variable.

Observemos que el interrogante planteado al inicio del parrafo anterior tiene una

respuesta negativa en Clxy, ..., z,], dado que, por ejemplo, el sistema:

involucra n 4+ 1 monomios para cualquier m y tiene m™ soluciones no degeneradas,

un conjunto claramente no acotado, si m se mueve libremente.



Con el propésito de encontrar una respuesta a este interrogante, a fines de los anos
70, Anatoly Kushnirenko conjeturd que un sistema con n ecuaciones polinomiales

en n variables, donde la 7—ésima ecuacion tiene m; monomios, tiene a lo sumo
(my—1)(mg—1)...(m, — 1)

soluciones no degeneradas en el ortante positivo (IRZ;). Al momento de enunciar el
resultado, Kushnirenko sabia que éste no era cierto si en lugar de no degeneradas,
se buscaba acotar soluciones simplemente aisladas.

Un ejemplo de esto puede ser el siguiente sistema de 3 ecuaciones en 3 variables:

I1(1E3 - ].) =0
ZL’Q(I’g — 1) = 0
f[l(xl i)t ﬁl(@ )2 =0,

el cual tiene 25 soluciones aisladas (todas degeneradas), mientras que la conjetura

predecia un nimero maximo de 20 soluciones.

El resultado mas importante en este sentido se debe a Khovanskii quien en 1991,
como parte de su tesis doctoral, mostré que un sistema polinomial de n ecuaciones

en n variables, con k monomios involucrados, tiene a lo sumo
(n _|_ 1)k 2k(k—1)/2

soluciones no degeneradas. La demostracién del resultado de Khovanskii serd desa-
rrollada en detalle en el primer Capitulo de este trabajo.

Utilizando el Teorema de Khovanskii se ha podido también encontrar una cota para
la cantidad de soluciones aisladas de sistemas de ecuaciones polinomiales dependien-

do del nimero de variables y monomios involucrados.

A pesar del notorio avance que significa este ultimo hallazgo, la cota que postula el
Teorema de Khovanskii es extremadamente grande, mas aun si la comparamos con

la que propone la Conjetura de Kushnirenko.

De este modo, se presenta el nuevo problema de encontrar una cota 6ptima para el
nimero de soluciones, por un lado aisladas, y por otro, no degeneradas, de sistemas
de ecuaciones polinomiales que no dependa del grado de las ecuaciones o, en su

defecto, bajar la cota que postula el Teorema de Khovanskii.
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Del Teorema de la funcién inversa resulta que toda solucién no degenerada de un
sistema de ecuaciones polinomiales es aislada. Asi, toda posible cota éptima a
la cantidad de soluciones aisladas, serda mayor o igual a la que corresponda a las
soluciones no degeneradas. Hasta el momento, no tenemos conocimiento de que se

haya podido encontrar un caso donde tales cotas sean diferentes.

La conjetura de Kushnirenko permanecié abierta casi por tres décadas, hasta que,

recientemente, Bertrand Haas exhibi6 el siguiente contraejemplo:

1% + 1125 — 1.1z = 0
3% 4+ 1123 — 1.1z, = 0,

el cual tiene 5 soluciones no degeneradas en el cuadrante positivo (ver [5]), mientras

que la cota de Kushnirenko es 4 en este caso .

Teniendo en cuenta los problemas desarrollados en relacién al tema a lo largo de las
ultimas tres décadas, como asi también basandonos, luego de completar su desarrollo
y corrigir partes, en lo hecho por Li, Rojas y Wang en 8], este trabajo se propone,
como una de sus metas, mostrar que la cota éptima para el conjunto de ceros aislados
de un sistema de dos ecuaciones trinomiales en dos variables es 5, mientras que
la cota que proporciona el Teorema de Khovanskii, antes mencionado, para este
caso es 248832. También, se baja la cota de Khovanskii a sistemas de ecuaciones
polinomiales en dos variables donde uno de los monomios es un trinomio y el otro
un m-nomio, afirmando un nimero maximo de 2" — 2 soluciones aisladas. Estos
ultimos resultados serdn analizados en el Capitulo 2.

Por dltimo, en el Capitulo 3 de este trabajo utilizaremos la teoria de politopos
para dar una cota mas especifica a la cantidad de soluciones no degeneradas de
un sistema trinomial en el plano. Los politopos han sido de gran interés para la
matematica desde hace muchos anos, manteniendo una curiosa relacién con los sis-
temas de ecuaciones polinomiales, sin embargo, es en estos iltimos diez anos que se

ha podido observar el mayor desarrollo de esta relacion.



Capitulo 1

Teorema de Khovanskii

En este capitulo haremos una demostracion de manera elemental del Teorema de
Khovanskii para sistemas polinomiales, que corrige y explica en detalle la demostracion
hecha en [1].

Sean ¢g; : R" — IR, para 1 < ¢ < n, aplicaciones diferenciable. Asi, dado s € IR",
recordemos que la Matriz Diferencial de g := (¢g1,...,9,) en s es aquella que tiene
en la fila i y columna j al coeficiente 6?—3:(5).

J
Entonces, diremos que una solucién sy € IR" del sistema g;(z) = ... = gu(x) =0 es

no degenerada, si el rango de la Matriz Diferencial de g resulta maximal en sg.

Dados a := (a;,...,a,) y © := (x1,...,x,) en IR" notaremos x% := z{*z5% ... x%".
) ) ) ) 1 2 n

Teorema 1 (Khovanskii)

Sea (S) un sistema de ecuaciones Pi(x) = ... = P,(x) =0 en R[2*/ a € R"], con
r = (21,...,2,). Entonces el nimero de soluciones no degeneradas de (S) en IR
(el ortante positivo de IR™) es menor o igual que (n + 1)*2FE=D/2 donde k es el
numero total de monomios distintos que aparecen en Py, ..., P,.

La demostracion del Teorema de Khovanskii se desprende del siguiente resultado:

Teorema 2 (Khovanskii generalizado) Sean P, ..., P, € R[Xy,..., X,,,Y1,..., Y]
tal que el grado de P; es m;. Si x = (x1,...,2,), para 1 < i < k se define
yi(7) := D% donde a(i).x = a(i)171 + ...+ a(i)nzn, con a(i); en R. El nimero de

soluciones no degeneradas del sistema:



Pi(z,y(z)) =0
: (1.1)
Po(z,y(x)) =0

en IR"™ es finito y no supera (ﬁ m;)(1+ 5 m;)k2k(k=1)/2,
i=1 i=1

Supongamos momentaneamente que el Teorema 2 es cierto y abordemos la de-
mostracion del Teorema de Khovanskii.

Demostracién del Teorema 1. Sean 29 292 . 29%) cona(1),a(2),...,a(k)

en IR", los £ monomios que aparecen en el total de los P;, asi,

k N . .
Pi(xy,...,2,) = Za§z)xa(J)7 con Oé;‘z) cR.
=1
Sea g : IR" — IRZ definida como g(z1,. .., 2,) = (e*,...,e*) donde e* es la funcién

exponencial evaluada en z;. Es inmediato observar que g es biyectiva con inversa,

g Hx) = (In(x1),...,In(x,)) para x en RZ,,.

Sean P : IRY, — IR" dada por P(z) := (Pi(x),...,P,(z)) y 2(0) una solucién no
degenerada de P(z) = 0.

Si podemos mostrar que z(0) := ¢~ !(x(0)) es una solucién no degenerada de Pog(z),
por la inyectividad de g, tendriamos acotado superiormente el niimero de soluciones
no degeneradas de P(z) = ... = P,(x) = 0 por el de las soluciones no degeneradas
de Piog(z) =...= P,0g(z) =0, un sistema, como ya veremos, en las condiciones
del Teorema 2.

Es inmediato que z(0) := ¢~ '(x(0)) es un cero de P o g(z), veamos que es no
degenerado. Por la Regla de la Cadena, la Matriz Diferencial de P o g(z) en z(0) se

puede expresar de la siguiente manera
D Pog(z(0)) = DP(x(0)). Dg(2(0)),

un producto de dos matrices inversibles. Por lo tanto, la Matriz Diferencial de

P o g(z) en z(0) tiene rango maximal, y z(0) resulta un cero no degenerado de
Pog(z).

Para 1 < i < n, definimos L; : IR* — IR el polinomio de grado 1 dado por
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k .
Li<y17 HE 7yk) = Z Oéy)yj
=1

Asi, P, o g(z) se puede escribir de la siguiente manera

Pog(z) =3 alg(2)'® =3 alet®= = Liyi(2),...,yu(2))
=1 i=1

donde y;(z) = e9)=
Con lo cual, los ceros no degenerados de P o g(z) coinciden con las soluciones no

degeneradas en IR" de

Li(y1(2), - yye(2) = ... = Lp(y1(2), ..., yk(2)) =0,

un sistema del tipo del enunciado del Teorema 2, donde los polinomios tiene grado
1. Entonces, el nimero de soluciones no degeneradas de este sistema, y en conse-

kok(k—1)/2

cuencia del sistema original, estd acotada superiormente por (n+ 1) , COMO

se esperaba.

En lo que sigue del Capitulo vamos a trabajar en la demostracion del Teorema 2.

1.1 Resultados preliminares

En esta seccién expondremos una serie de resultados, con sus respectivas demostra-
ciones, y algunas definiciones clasicas que seran utilizados en la siguiente seccién

para la demostracién del Teorema 2.

Aunque en algunos resultados especificamos el orden de derivabilidad de las fun-
ciones, siempre seran aplicados a funciones con derivadas parciales de todos los

ordenes continuas.

1.1.1 Definiciones, notaciones y resultados basicos

Dados abiertos U C R™ y V C IRY, diremos que una aplicacion g : U — V es un
C'-difeomorfismo con r € IN U {oc}, si es biyectiva y tanto g como g~ tienen

deriwadas parciales de orden r continuas.



Por otro lado, en las mismas condiciones, diremos que g : U — V es un homeo-

1

morfismo, si es biyectiva y tanto g como g~ son continuas.

Dada g : R™ — R? una aplicacién C*, se dice que un punto x = (x1,...,7,,) € R™
es un punto critico de g si el rango de la Matriz Diferencial Dg := (0g;/0x;) de
g especializada en x no es mazimal. Un punto y = (v1,...,y,) € R? se dice valor
critico si es la imagen por g de algiun punto critico. El conjunto de puntos criticos
de g se notard por PC(g) y el de valores criticos de g por VC(g).

Por otro lado, se dice que un punto x = (x1,...,z,) € R™ es un punto regular
de g si el rango de la Matriz Diferencial Dg en x es mazimal. Un punto y =
(Y1,--.,y,) € R? se dice valor regular si no es la imagen de ningin punto critico.
El conjunto de puntos regqulares de g se notard por PR(g) vy el de valores regulares

por VR(g).

Observar que un valor regular de g puede no estar en la imagen de g.

Seay € R? y x € g7 ({y}). Diremos que x es una solucién no degenerada del
sistema g(x) =y si es un punto reqular de la funcidn g.

En el caso en que g : R — IR, decir que z € IR es un punto critico (resp. punto
regular) es equivalente a que ¢'(x) = 0 (resp. ¢'(z) # 0).

En el caso en que g : R™ — IR™, decir que z € IR™ es un punto critico (resp. punto
regular) es equivalente a decir que Dg(z), la Matriz Diferencial de g especializada

en z, es singular (resp. no singular).

Los siguientes dos Teoremas clasicos que enunciamos, estrechamente relacionados
entre si, son, entre otras cosas, de fundamental importancia para el estudio de
variedades en el Espacio Euclideo IR, tema éste que comenzaremos a tratar en las
siguientes paginas. Para la demostracién de los siguientes resultados ver [12].

Teorema de la funcién inversa Sea W un abierto en R™ y g : W — IR™ una
aplicacion C”, con r € INU {oo}. Sea zo € W un punto reqular de g, entonces
existe un entorno abierto U de xy en W tal que V- = g(U) es abierto y g : U — V
es un C"—difeomorfismo, es decir, una aplicacion biyectiva tal que tanto g como su

tmversa tienen dertwadas parciales de orden r continuas.

Sixz e U ey = g(x), entonces tenemos la siguiente formula para el diferencial de

g_1 eny:



Dg~'(y) = (Dg(x))~".

Teorema de la funcién implicita Sea W C IR"™ un abierto tal que 0 € W y sea
g: W — IRY, con m > q, una aplicacion C" tal que 0 es un punto reqular de g y

g(0) = 0. Supongamos ademds que el primero menor de la matriz Dg(0) es no nulo.

Entonces existen entornos abiertos de 0 en R™, U = Uy x Uy (con Uy abierto de
R? y Uy abierto de R™™1) yV CW y h:U — V un C"—difeomorfismo, tal que
h(0) = 0 y para todo x € U, goh(z) = (x1,...,x,) (es decir goh es una proyeccion).

El siguiente Teorema proporciona una cota para la cantidad de ceros de un sistema

de ecuaciones polinomiales, en el caso en que ésta sea finita.

Teorema clasico de Bezout El nimero de soluciones en C* (contadas sin mul-
tiplicidad) de un sistema de n polinomios en n variables es o bien infinito o bien

finito y menor o igual que el producto de los grados de los polinomios (ver [2] y [6]).

Antes de enunciar un resultado basico de la teoria de los Espacios Métricos, recorde-

mos la siguiente definicion:

Definicién Un conjunto E en un espacio topologico T se dice nunca denso si no
es denso en ningun abierto de T .

Teorema de Baire Un espacio métrico completo T no es union numerable de nunca

densos (ver [9]).

Del Teorema de Baire se desprende el siguiente resultado en el Espacio Euclideo IR?:
Proposiciéon 3 La interseccion numerable de abiertos densos en IR? es densa.

Demostracién. Supongamos que existe { A, }new una coleccién numerable de abier-

tos densos en IR tal que A = (| A,, C IR? no es denso. Entonces existe x € R? y
nelN

p > 0 tal que B[z, p]| N A = ), resultando que B[z, p| = U (ASN Bz, pl).
nelN

Probemos que E,, = (A% N B|x, p]) es nunca denso en el espacio métrico completo
Blz, p], lo que, por el Teorema de Baire, resulta absurdo.
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Sea V' un abierto no vacio en B[z, p|. Por ser A, denso, su complemento tiene
interior vacio, al igual que E,,. Por lo tanto, V & E,,. Asi, existe y € E,“NV. Dado
que E, es cerrado, y € V tiene un entorno abierto en Blx, p] que no contiene ningin

punto de FE,, por lo tanto F,, es nunca denso.

1.1.2 Sobre soluciones de sistemas

Mediante la siguiente Proposicion observamos que los ceros no degenerados de una
aplicacion C'* resultan aislados, y resaltamos algunas caracteristicas especiales que

verifica el conjunto de ceros de una aplicaciéon C'*° propia.

Proposicién 4 Sea g : R™ — IR™ una aplicacion C* ey € IR™, entonces toda
solucion no degenerada del sistema g(x) =y es aislada en el conjunto de soluciones
del sistema.

Ademds, si g es propia, es decir, para todo K C R™ compacto, g~ (K) C R™ es
compacto, e y es un valor reqular de g, entonces el sistema g(x) = y tiene finitas

soluciones.

Demostracion Sea x una solucién no degenerada del sistema, entonces por definicién
es un punto regular de la funcién g. Por lo tanto, por el Teorema de la funcién in-
versa, existe un entorno abierto U C IR™ de x tal que V := g(U) es abierto en R™
y g : U — V es un difeomorfismo, en particular biyectivo, entonces, en U, la tnica

solucién que tiene el sistema es x.

Si y es un valor regular de g, todas las soluciones del sistema son no degeneradas,
con lo cual, toda preimagen x(j) de y es un punto aislado. Entonces, existe para
cada z(j) un entorno abierto Uy, tal que Uy N g '({y}) = {z(j)}. De esta
forma, {Uy(j)}e(x(j)=y €8 un cubrimiento por abiertos de g~'({y}) del cual no se
puede extrar ningun subcubrimiento propio. Por ser g propia e {y} un conjunto
compacto, g~ ({y}) es compacto, entonces podemos extraer de {Uy(j) }o((j)=y Uk
subcubrimiento finito. Por lo tanto, el cubrimiento es finito y asi concluimos que el

sistema tiene finitas soluciones. o
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En general no sucede que el conjunto de valores criticos de una aplicacién C*° sea
finito. Pero serd muy chico en el sentido que se indica en el resultado, demostrado
por A. Sard en 1942 siguiendo el trabajo hecho por A. P. Morse, que a continuacion

enunciamos. Para su demostracién ver [4] y [10].

Lema de Sard Dada g : R™ — IR? una funcion C°, el conjunto de valores criticos
VC(g) tiene medida de Lebesgue cero.

Utilizando el Lema de Sard, exhibiremos alguna de las caracteristicas que posee el

conjunto de valores regulares de una aplicacién C°.

Proposicién 5 Sea g : R™ — RY una funcidn C*. Entonces V R(g) es una inter-
seccion numerable de abiertos que resulta densa en IR?.

Si ademds g es propia, el conjunto V R(g) es abierto.

Demostracién. Dado = € IR™ un punto critico de g, como el rango de Dg(z) no
es maximal, todos los menores maximales de Dg(z) son cero. Asi, PC(g) es la
interseccién del conjunto de ceros de todos los menores maximales de Dg, que por
tener g derivadas parciales continuas es una interseccién de conjuntos cerrados. Por

lo tanto, PC(g) es un conjunto cerrado en R™.

Si bien no podemos afirmar que VC(g) := g(PC(g)) es cerrado, si sabemos que
para todo n € N, el conjunto g(B[0,n] N PC(g)) C VC(g) es compacto, por la
continuidad de g y la compacidad de B[0,n]NPC(g)). Luego VC(g) se escribe como
una unién numerable de cerrados, concluyendo asi que VR(g) = Ql{g(B [0,n] N

PC(g))}¢ es una interseccién numerable de abiertos.

Por el Lema de Sard, VC(g) tiene medida cero, por lo tanto, no puede contener el

entorno de nungun punto en IR?, entonces su complemento V R(g) resulta denso en

RY.

Solo nos resta mostrar la tltima afirmacién de la Proposicién. Sea E en IR™ un
conjunto cerrado y [ en la clausura de g(E£) C IRY, entonces existe (a,)n>1 en
E tal que g(a,) = B. Por ser g propia, ¢~ ({g(ay,)}n>1 U {B}) es compacto y
contiene a (ay),>1. Luego podemos extraer de ésta una subsucesién convergente
(podemos suponer que es ella misma) con limite «. Entonces, por ser E cerrado,
podemos asegurar que o € F y, por la continuidad de g, 3 = 7}1320 glay) = g(a).
Por consiguiente 3 € g(F) y g es cerrada.
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Ahora si, por ser g cerrada, VC(g) := g(PC(g)) es un conjunto cerrado en IR
entonces VR(g) := {VC(g)}¢ es abierto.

Definicién Sean V' y U abiertos en R™, y g : V' — U una aplicacion suryectiva C*.
Dado y € U, un entorno abierto U, C U de y se dice un abierto uniformizante
de y por g si g~ '(U,) es una unién disjunta de abiertos V,, en V, tal que ¥V« la
restricccion de g a V,, resulta un C*°—difeomorfismo con U,.

Definicién Dada g : R™ — IR? una aplicacién C' e y € R?, notaremos con N (y)
a la cantidad (finita o infinita) de soluciones no degeneradas de g(x) = y.

Proposicién 6 Sea g : R™ — IR"™ una aplicacion C* e y € IR™. Entonces:

i) Sixz(1),...,z(k) son k soluciones no degeneradas de g(x) =y, entonces existe
W, un entorno abierto de vy, tal que N(y') > k, V¢ € W.

ii) Si ademas g es una funcion propia, entonces N : VR(g) — INg satisface que
para todo y € VR(g) con N(y) > 1, existe U,, un abierto uniformizante en y
por g, en el cual N es constante.

Demostracién. i) Por el Teorema de la funcién inversa, V 1 < i < k, existe
Vi entorno abierto de z(i), tal que gly, : V; — ¢g(Vi) es un C'*°-difeomorfismo. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer a los V; disjuntos dos a dos con g(V;) = W.
En particular, g restringida a V; es una biyecciéon con W y Dg en V; siempre tiene
rango maximal. Por lo tanto, para todo y' € W, existe z(i) € V; una solucién no
degenerada de g(x) = ¥/, con lo cual N(y') > k.

ii) Sean y un valor regular de g, x(1),...,2(N(y)) las finitas soluciones no dege-
neradas de g(z) =y y V; y W los abiertos procedentes de la demostracién del {tem
anterior. Queremos ver que existe en W NV R(g) un abierto uniformizante en y por
g donde N es constante.

En la Proposicién 5 se mostré que VR(g) es abierto en estas condiciones, con lo
cual, existe r > 0 tal que B(y,r) C W NV R(g). Supongamos por el absurdo que

N(y)
vne N, g (B(y, %)) € ALﬁJl V;, entonces existe una sucesion (a, )new en WNVR(g)
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N(y)
convergente a y, que satisface en cada uno de sus términos que g '(a,,) € U Vi
i=1

N(y)
Asi, Vn € N, sea 3, ¢ U Vi, tal que g(8,) = an,.
i=1

Tenemos que (Bp)new € 9 ({y} U{a;/ n € IN}) es conjunto compacto por ser g
propia y (o )new convergente a y, entonces tiene una subsucesién convergente, que

suponemos sin pérdida de generalidad que es la misma.

N(y)
Como (B,)nen estd contenida en el cerrado N Vi, podemos concluir que existe

=1

N(y)
6e N Vi tal que
i=1

ﬁnrﬂsﬁ = O‘n:g(ﬁn)@g(ﬁ) = g(ﬁ):ya
N(y)
asi, para algin 1 < < N(y), 8 =xz(i) € U V;, ya que todas las preimégenes de y
i=1
estan en los V;. Absurdo.

N(y)
Como conclusién existe n € IN, tal que g~'(B(y,%)) € U V;. Por lo tanto, si
i=1

U, := B(y, %), el abierto U; := g~ (U,) N'V; satisface que gly, : U; — U, es un
O —difeomorfismo. Asi, U, es un abierto uniformizante en y por g.

S6lo nos resta mostrar que N es constante sobre U,. Sea y’ € U, entonces, dado

N(y)
que g H(U,) = 'L—J1 U; con g|y, una biyeccién con U, todas las preimégenes de y' por

N(y)
g estan en |J U;, y para cada 1 < i < N(y) existe una unica solucién de g(z) = ¢/
i=1

en U;. Es més, dado que g|y, es un C*°—difeomorfismo con su imagen, Dg tiene
rango maximal sobre todo U;, concluyendo de esta forma que g(x) = ¢’ tiene N(y)
ceros, todos no degenerados, y asi N(y') = N(y), para todo y' € U,,. o

1.1.3 Invariantes en los conjuntos de soluciones luego de un

cambio de variable

En los siguientes resultados se pueden observar algunas caracteristicas importantes
del conjunto de soluciones de un sistema, o simplemente un conjunto, que se mantienen

luego de un cambio de variable.

14



Proposicién 7 Sean g : V — IR™ una aplicacion C* y h : U — V un C*°—difeo-
morfismo, donde U y V' son abiertos no vacios de R™.

Entonces, existe una correspondencia biunivoca entre las soluciones del sistema
g(y) = 0 y el sistema g o h(x) = 0, la cual respeta soluciones aisladas y no de-

generadas.

Demostracién Sean Z := (go h)~1(0) y 2’ := g7 1(0).
Siz € Z, es inmediato que h(z) € Z', asi, h(Z) C Z'. Y, dadoy € Z', h ™ (y) € Z.
Con lo cual, h(Z) = Z', y tenemos una correspondencia biunivoca entre Z y Z’

determinada por h.

Sea x € Z, entonces, por la Regla de la Cadena,

D(g o h)(x) = Dg(h(z)) Dh(x),

con Dh(z) inversible. Asi, el rango de D(g o h) es maximal en z, si y solo si, Dg lo
es en h(z). Por lo tanto, la correspondencia determinada por h respeta soluciones
no degeneradas.

Sea x € Z aislado, es decir, existe un abierto W C U tal que W N Z = {z}. Siy
solo si, por ser A un homeomorfismo, h(1W) C V es un entorno abierto de h(z) con
h(W)Nh(Z) ={h(x)}, o equivalentemente, h(x) es aislado en Z'. o

En la siguiente Proposicién se puede observar como la cantidad de componentes
conexas de un conjunto arbitrario no vacio se mantiene luego de un cambio de

variable.

Proposicién 8 Sean g : R™ — R™ un homeomorfismo y X C IR™ un conjunto
no vacio. Entonces, g(X) y X tienen el mismo numero de componentes conexras

compactas y no compactas.

Demostraciéon. Veamos que g manda conexos en conexos y compactos en com-
pactos.

Sea C' C IR™ un conjunto conexo y supongamos que existen U y V' abierto disjuntos
tal que g(C) CUUV. Asi, C C g7 (U)U g (V) una unién de abiertos, por ser
g continua. Entonces, por ser C' conexo, C' C g~ }(U) o C C g~}(V), con lo cual,
g(C) CU o ¢g(C) C V. Por lo tanto, g(C) es conexo.
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Dado K € IR™ un conjunto compacto, sea {U,;}ie; un cubrimiento por abiertos
de g(K). Entonces, por la continuidad de g, {g7'(U;)}ics es un cubrimiento por
abiertos de K, por lo tanto, tiene un subcubrimiento finito, el cual podemos notarlo,
{971 (Us;) h<jen- Ast, g 1K) C iq U;, resultando un conjunto compacto.

1

Asi, por ser también ¢g~! un homeomorfismo, tanto g como ¢~! mandan conexos en

conexos y compactos en compactos.

Dada C' C X una componente conexa, g(C) C ¢g(X) es conexa. Asi, existe C" C
g(X) una componente conexa tal que g(C') C C’. Con el mismo razonamiento, pero
esta vez con g~ !, g_l(C’ ) estd contenida en una componente conexa y se interseca
con C, por lo tanto, g~ (C") = C'y g(C) = C'. Ahora, utilizando la biyectividad de
g, tenemos una correspondencia entre las componentes conexas de X y g(X).

Y, dado que tanto g como ¢g~! mandan compactos en compactos, podemos afirmar
que C' es una componente conexa compacta de X siy solo si g(C') es una componente

conexa compacta de g(X).

1.1.4 Basico de Geometria Diferencial

A continuacién daremos una breve introduccién a la Geometria Diferencial en el Es-
pacio Euclideo IR™, exhibiendo algunas definiciones béasicas y enunciando resultados
elementales que seran utilizados durante el resto del capitulo. Para el desarrollo de

esta introduccién nos basamos en [4] y [10].
En las siguientes definiciones, M indicara un subconjunto no vacio de IR™.

Diremos que un subconjunto U de M es abierto en M si puede escribirse como la
interseccién entre un abierto de IR™ y M. Con este sentido, se dice que M hereda
los abiertos de IR™. Esto le proporciona a un subconjunto arbitrario de IR™ una
topologia.

Sea M’ un subconjunto no vacio de IR?. Una aplicaciéon g : M — M’ se dira
continua si para todo abierto V en M’, g~ (V) es abierto en M. Y diremos que

es un homeomorfismo si es biyectiva y tanto g como su inversa son continuas.

Una funcién g : M C R™ — TR? se dird C*, con r € INU{oc}, si puede ser extendida

localmente a una aplicacion C” en un abierto de IR™. Es decir, si x € M, existen un
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entorno abierto U, de x en IR™ y una aplicacion C" G, : U, — IR? que restringida
a U, N M coincida con g.

Como puede verse, esta nocién de suavidad, al igual que en el Espacio Euclideo IR™,
es una nocién local.

Dado M’ C IR?, una aplicacién C" g : M — M’ se llamara un C*—difeomorfismo
si es biyectiva y ¢~! es una aplicacién C”. En este caso uno dird que M y M’ son
Cr—difeomorfas.

Es inmediato observar que dos conjuntos C"—difeomorfos son homeomorfos.

Diremos que un subconjunto M de IR™ es una variedad k—dimensional o equi-
valentemente una variedad de dimension k, si es localmente C'*°—difeomorfa a un
abierto de IR*, queriendo decir con esto que para cada x € M exista un entorno
abierto U de M conteniendo a x, un abierto V de R* y un C*—difeomorfismo
p:U—=V.

Un par (U, ¢) con las propiedades mencionadas anteriormente se llamard una carta
de M en x. Notar que el abierto V en IR* que es C®°—difeomorfo a U aparece

implicitamente en la carta como la imagen de .

En la figura 1 se representan dos subconjuntos de IR?, la Lemniscata y el grafico del

modulo, que no son variedades.

La Lemniscata presenta un problema topoldgico en a que impide que ésta sea una
variedad 1-dimensional, es decir, no existe ningiin homeomorfismo de un entorno de
a con un abierto de IR. Y para el grafico del médulo no existe ninguna aplicacion
C! de un abierto de IR a un entorno de b, esto se debe a que la funcién médulo no
es derivable.

Lemniscata modulo

\ / \

VAVERN

figura 1.

/

-
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En la figura 2 se exhibe una muy conocida variedad 2-dimensional compacta en IR?,
que puede ser definida como la preimagen del cero de la aplicaciéon g : R* — R

9@y, 2) = (Va2 + 2 =)’ + 27 =3,

donde r,79 € IR5( con rq > ro.

dada por:

figura 2: Toro

Vamos a posponer la demostracién de que el Toro es una variedad 2-dimensional

hasta tener algunos resultados que nos permitan evitar las cuentas.

Estamos en condiciones de probar un resultado, que si bien es elemental en la Ge-

ometria Diferencial, juega un papel fundamental en la demostracién del Teorema
2.

Proposicién 9 Sea g : R™ — IR? (m > q) una aplicacion C*, b € g(IR™) un valor
reqular. Entonces M := g~ (b) resulta una variedad de dimensién m — q.

Demostracién. Dado p € M, sea f: IR™ — IR? definida por f(x) := g(z +p) —b;
de este modo, f resulta C*°, f(0) = 0 y su Matriz Diferencial en el origen coincide
con la de g en p. Con lo cual, por ser p un punto regular de g, ambas matrices tienen
rango q.

Entonces existe un menor de D f de orden ¢ con determinante no nulo. Sin pérdida

de generalidad podemos suponer que este sea el primer menor de orden ¢ (es decir,
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of; , . -
det ((g;)lgi’qu) # 0). De no ser asi, basta considerar una permutacién adecuada
en las variables de f, es decir, definir una nueva aplicacién f, como f(z1,...,T;) ==
f(®sq1), - - To@m)) con o una permutacion en S,.
Ahora si, estamos en condiciones de aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a f.

Asi existen entornos abiertos de 0 en R™, U = U; x Uy (con U; abierto de IR y U,
abierto de R ) y V, y h: U — V un C*°—difeomorfismo, tal que h(0) = 0 y para
todoz en U, foh(x)= (z1,...,2,).

De esta forma,

f(h(z)) =g(h(x)+p) —b=(z1,...,24) x e U,
entonces,

g(h(z) +p) =b+ (z1,...,2,), reU. (1.2)
Sea V,, :== V 4 p, un entorno abierto de p y sea 7 : R™ — IR™ 7 la proyeccion

dada por 7(z) := (%441, .., %m). Entonces (W, ) es una carta de M en p, donde
W:=V,NnMyp: W — Uy CIR" 1 definida por p(z) := 7o h~(z — p).

Es inmediato observar que W es un abierto en M que contiene a p y que ¢ es una
aplicacion C*°; dado que es la restricciéon de una composiscién de funciones con esta

caracteristica. Con lo cual, solo nos resta verificar que es biyectiva y que su inversa
es C'°.

Veamos que ¢ : Uy — W dada por:

Y(x1, . Teg) = R0, ..., 0,21, ..., Tipyg) + P con (z1,...,Tm—q) € Us,
q veces
es la inversa de ¢.

Dado que hay varios conjuntos involucrados en la demostraciéon, no nos parece en

vano mostrar que ¥(Uy) C W, para posteriormente, con toda tranquilidad, calcular
Yopypor.
Con este prop0osito,

O(Uz) = h({0} x Uz) +p SV +p =W, = Y(V)
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por (1.2) g(W(Uz)) = g(h({0} x Us) +p) =0+b=0> = Y(Uy) € M,

resultando, como necesitabamos, que ¥ (Us) C W =V, N M.

Sea x = (z1,...,Tm—q) € Uz, entonces
p(¥(x)) = ¢(h(0,2) + p) = (A~ ((A(0,2) + p — p)) = (0, z) = z.

Sea y € U con h(y) +p € M, entonces ,por (1.2), b+ (y1,...,y,) = g(h(y) +p) = b,
por lo tanto, (y1,...,¥y,) =0ey € {0} x Us.

Dado x € W := V, N M, tenemos que y := h™'(x —p) € U y satisface que
g(h(y) + p) = g(x) = b, entonces, por el parrafo anterior, y € {0} x U,. Motivo por
el cual (0,7(h~Y(x —p))) = h~'(x — p) y se verifica que:

Y(p(x) = W0, 7(h~H(x = p))) +p=h(h™(z —p)) +p ==

Dado que es inmediato que ¢ es C*°, queda terminada la demostracion.

Esta Proposicion seria practicamente inttil si encontrar un valor regular para una
aplicacion C* g : IR™ — IR fuese extremadamente dificil, es éste uno de los mo-
mentos donde se puede apreciar la importancia del Lema de Sard en la Geometria
Diferencial, quien asegura que casi todos los puntos en IR? son valores regulares de

g.

Un ejemplo de una variedad construida como la preimagen de un valor regular por
una aplicacién C*° es precisamente el Toro (figura 2), que fue definida como la

preimagen de 0 (un valor regular de g) por la aplicacién C* g, donde g(z,y,z2) =

(VEFP—r) + 22— 13,

Sea M una variedad de IR™ de dimensién k. Entonces, dado p € M, existe una
carta (U, ¢) de M en p.
Asi, o1 1 o(U) — IR™ es una aplicacién C*, por lo tanto, tiene sentido pensar

en la diferencial de ¢! en ¢(p), donde recordemos, ésta es la aplicacién lineal

dgo;(lp) :R¥ — IR™ dada por:
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dp_ i () = z.(Dp(p))",
donde Dyp(p) es la Matriz Diferencial de ¢ en p.

Se define el espacio tangente a M en p como el subespacio vectorial de IR™ dado
por:

oM = ]m(dgp;(lp)) CR™.

Es necesario para tener una buena definicion, que el espacio tangente no dependa
de la eleccion de la carta.

Veamos brevemente que dada otra carta (U’, 1) de M en p, define el mismo espacio
vectorial que la carta (U, ). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
U = U’, ya que en caso de no ser asi restringimos ¢ y 1 al abierto U N U’.

La aplicacién h = po ™! : (U) — ¢(U) es un C*—difeomorfismo, entonces su

diferencial dhy,) : IR* — IR es un isomorfismo. Si escribimos ¢~ = !

ohy
diferenciamos obtenemos, por Regla de la Cadena, que d@[);(lp) = ng;(lp) o dhyp), con

lo cual:

—1 k -1 k —1 k
iy, (IRY) = dp iy © dR(IRT) () = dip ) (RY),
para de esta forma terminar de mostrar la buena definicién.

La dimensién como espacio vectorial de T),/M es, como era de esperarse, la dimensién
de la variedad M:

Sea (U, ¢) una carta de M en p, entonces existe una aplicacién C* ¢ : V — IRF,
donde V' es un entorno abierto de pen R™, VN M =Uy ¢|y = ¢.

Ast, pop~! 1 p(U) — IRF es localmente la funcién identidad, por ser ¢ una extensién
de ¢. Por lo tanto, por la Regla de la Cadena, d¢, o dgp;(lp) = idpr. Entonces,
utilizando que son aplicaciones lineales, N u(dgz);(lp)) = Nu(idgr) = {0}, y como
consecuencia, la dimensiéon de [ m(dgo;(lp)) es k, como anunciamos al principio.

El espacio tangente a una variedad en un punto p (trasladado al punto p) es la mejor

aproximacion lineal a la variedad en p, de la misma forma que, para una funcién
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f IR — TR derivable y un punto = € IR, la recta de pendiente f’(z) que pasa
(x, f(x)) es la que mejor aproxima lineal al grafico de f en (z, f(z)).

Definicién Diremos que dos variedades de IR™ se cortan en forma transver-
sal si los espacios tangente a éstas en los puntos de interseccion tienen en comun

tnicamente al vector nulo.

La siguiente Proposicién exhibe un resultado muy 1til a la hora de calcular el espacio
tangente a variedades construidas como la preimagen de un valor regular por una
aplicacion C°.

Proposicién 10 Dados g : IR™ — R? una aplicacion C*, con m > q, y b uno
de sus valores regulares, sea M la variedad de dimension m — q de R™ que queda
definida como la preimagen de b por g.

Entonces, dado p en M, el espacio tangente a M en p coincide con el nicleo de la
diferencial de g en p.

Demostracién. Sea (U, ¢) una carta de M en p, entonces como U C M, la apli-
cacién go o' : p(U) — IR? es constantemente b. Por lo tanto, por la Regla de la
Cadena, dg, o dgo;(lp) = 0, de esta forma,

dgy(T,M) = dg, (dSO;(lp) (]Rm_q>) = {0},

de esta manera, 7, M estd contenido en el nicleo de la diferencial.

Dado que T, M y Nu(dg,) son subespacios vectoriales de R™ y T, M C Nu(dg,),
nos alcanza con mostrar que tienen la misma dimensién. Por ser b un valor regular
de g, el rango de la Matriz Diferencial es maximal, que en este caso coincide con g,
entonces la dimensién del nicleo de dg, es m — ¢ = dim(T,M).

El problema de clasificacion de variedades conexas ha podido ser resuelto inicamente
para variedades de dimensién 1 y 2, aunque el estudio de variedades 3-dimensionales
es un tema de investigacién actual y ha tenido varios progresos en los tltimos anos.
Para variedades compactas de dimensién mayor que 3 el problema de clasificacion
es actualmente desconocido. A continuacién vamos a enunciar el Teorema de clasi-

ficacién para variedades 1-dimensionales ( ver [4]).

Teorema (Clasificacién de las variedades conexas 1-dimensionales)
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Toda variedad conexa unidimensional es C*®-difeomorfa a S' o a IR, dependiendo

respectivamente si es compacta o no.

El Lema que a continuacién se detalla es clave para la demostracién del Teorema 2.

Lema 11 Sea I' una variedad 1-dimensional cerrada en IR™ con por lo menos q
componentes conexas no-compactas. Entonces existe un hiperplano en IR™ que corta
a I en forma transversal (es decir, no tangencial) en por lo menos q puntos distintos.

Demostracion. Dada I'; una componente conexa no compacta, veamos que es ce-
rrada en IR™. Sea x & I';, entonces, puede ocurrir que = € I', en cuyo caso, por ser
un conjunto cerrado, existe un entorno que contiene a x disjunto de I', en particular
de I';. O puede que x € I', entonces, el conjunto I'; U {z} no es conexo, con lo cual,
existen abiertos disjuntos Ay B en IR™ tal que I';U{x} C AUB peroI';U{z} € A, B.
Ahora como I'; es conexo esta enteramente contenido en alguno de ellos, supongamos
sea A, entonces x € B un abierto en [';°. Obtenemos de ambas formas que x no esté

en la clausura de I';. Entonces I'; es cerrada.

Sabemos que existe 6; : IR — ['; un difeomorfismo, veamos que ocurre lo siguiente:
. ., n—oo n—oo
si la sucesion en Rz, — o0 = 10: ()] = o0.

Supongamos, por el absurdo, que existe una sucesién que no satisface la condicién an-

terior, entonces tiene una subsucesién, notemosla (z,,),>1, que verifica que z,, — oo

y 0;(x,) estd acotada. Existe p > 0 tal que Vn, 60;(z,) C I'; N B[0, p] un conjunto

compacto, entonces tiene una subsucesion, nuevamente la notamos (x,),>0, tal que
n—oo

Ty, — 00y (0;(z,))n>0 es convergente en I'; a 0;(x), pero 6; es un difeomorfismo,

n—oo
entonces x,, — x, absurdo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 6;(n) # 0Vn € IN, para asi poder

definir la siguiente sucesién (HZZ_'%”) ., enla esfera S™! (si 6;(ng) = 0, tomo la

sucesién a partir de ng + 1). Por ser la esfera un conjunto compacto 3(n;);>1 una
: 2 0i(n; : -
subsucesion de los naturales tal que (ﬁ) _, converge a z(i) en S™ ! De la
I JZ
misma forma podemos elegir una subsucesién de (n;);>1 (supongamos que sea la
: 9i(—ny) . . S
misma) tal que (71) converja a y(z) en S™ .
) tal que (i) o, Jaay(@)
Si repetimos el proceso con las ¢ componente conexas no-compactas tomando siem-

pre una subsucesion de la anterior, obtenemos una subsucesion de los naturales
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. 0;(n; 0;(—n; . .
(nj);>1 que satisface que (HGZ‘E";;H)j>1 y (||9ig_nj'§”)j>1 convergen a (i) e y(i) res-

j—00

pectivamente Vi entre 1 y ¢, es mas resulta que ||6;(n;)|| — oo. De esta manera
tenemos 2¢ puntos en S™~! limites de las sucesiones anteriores, contados con muti-
plicidad. Sea Hj un hiperplano que pase por el origen y no contenga ninguno de los
puntos antes mencionados. Hy divide a IR™ en dos semiespacios, y alguno de ellos
debe contener por lo menos ¢ de los puntos limites, notémoslo S, y supongamos sin
pérdida de generalidad que contenga a los x(7).

Existen ay,...,a, € IR, de forma tal que el hiperplano Hj es el conjunto de ceros
de la aplicacién h(z) := ajxq + ... + apZm, con h(z) > 0 en S,.

Sea ahora a, € IR-q tal que h(6;(n1)) < ag, para todo 1 < i < ¢. Se afirma que
existe jp suficientemente grande tal que h(6;(n;)) > ag, Vj > jo, 1 <1 < q. Alcanza
con probar que existe un tal jy para cada i, 1 <17 < ¢. Sabemos que:

0i(n;) iy
o @ =

Hz(n]) . all‘l(j)—i-...—l—amxm(j) jj)o i
| 6:(n;) ||> - 16: ()1l h(z(i)) > 0,

donde 0;(n;) = (x1(4),...,zm(j)). Sea r € IRy tal que 0 < r < h(z(7)), entonces,
para 7 > 0,

alxl(j) +...+ amxm(j)
16:(n;)

Ahora dado que ||6;(n;)|| — oo; para j > 0, ||6;(n;)] > %2, por lo tanto,
j j P

>ro = an(g)t (i) > rf[6i(ng)]).

@21(j) + -+ (i) > rl0iln)| > = = a.
Con lo cual, existe jo € IN tal que, si j > jo, h(0;(n;)) > ap para 1 <i <gq.
Como hof; : R — IR es continua, para 1 < i < ¢, existe p;, n1 < p; < nj, tal
que h(0;(1;)) = ag, o equivalentemente, el hiperplano paralelo a Hy definido por:
H,, = h™'(ay), corta a cada T;.
Notar que esto mismo se verifica para todo hiperplano H, := h™1(a) con a > ay, ya
que sélo se estd usando de ay que sea positivo y que h(6;(ny)) < ao, Vi.
Veamos que existe a > ag, tal que H, corta a I' en forma transversal.

Para 1 <i < ¢y a € IR, sea 6;(s) un punto donde H, corta en forma tangencial
a [';, entonces, h(0;(s)) = a y el espacio tangente a I'; en 6;(s) esta contenido en
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Hy, o equivalentemente, si h(6;(s)) = ay 0 = h(0.(s)) = (ho6;)'(s), utilizando la
linealidad de h. Por lo tanto, para todo a > ag, que sea valor regular de ho6(t), H,

corta en forma transversal I';.

Ahora bien, por el Lema Sard, el conjunto de valores criticos de h o #; tiene medida
de Lebesgue cero. Entonces, como la union finita de conjuntos de medida nula sigue
teniendo medida nula, podemos afirmar que el conjunto {a € IR /a es valor critico
de ho6;, para 1 < i < ¢} tiene medida cero. Con lo cual, su complemento resulta
denso en IR, en particular en IR5,,. Concluimos de esta manera, que existe a > ag

tal que H, corta en forma transversal a cada I’;.

1.2 Demostracion del Teorema de Khovanskii ge-

neralizado

Como mencionamos anteriormente, la demostracion del Teorema 2 se hara en forma

inductiva en el nimero k£ de exponenciales.

La parte complicada de la demostracion es reducir un sistema con k41 exponenciales
a otro que tenga tnicamente k exponenciales. Eso es lo que haremos en la primera
parte de esta seccion.

A continuacion se definen las siguientes aplicaciones que seran utilizadas frecuente-
mente por el resto del capitulo:

Sean Pi,...,P, € R[Xy,..., X, Y1, .., Y, Yira]. Siz = (2q,...,2,), para 1 <
i < k+1 se define y;(z) := e*@* donde a(i).x = a(i)1zy + ... + a(i)pz,, con a(i);
en IR.

Llamaremos y(x) := (y1(x),...,yx(x)), y dado zg € IR, notaremos con X al punto
(z,10) € R™.

Entonces, se definen:
e Paral <i<n, F;: IR" — IR, por:
Ey(z) = Pz, y(x), yei1 (),

25



e [':IR" — IR" por:
F(z) = ( Fi(z),...,F.(x)).

Un problema que se nos presenta es el no conocer ni siquiera si el conjunto de
soluciones no degeneradas del sistema F'(x) = 0 es finito, es por eso que vamos a
trabajar con un sistema que nos asegure la finitud de soluciones no degeneradas, y

a la vez nos permita conocer las soluciones de F(x) = 0.
e Dado R € Ry, sea Fr : R"™ — IR"", dada por:
Fr(z,z0) = ( Fi(z), ..., F.(x), Frpi(x, x0) ),
donde F,1(z,z0) = 2¢* + 521 12 — R?,
e Gp:R"™ xR — R""™, dada por:
Gr(z,z0,t) = ( Po(x,y(2), tyesa (), - -, Pulz, y(2), tyrsr (2)), Faga (2, 20) ),
e G:R" xR — IR", dada por:

G(a,t) = ( P, y(2), tysa (2), -, Pol, y(2), tyrsa (2)))-

Notacién: Llamaremos N(b) € INU {co} (resp. Nr(b) € INU{oo}) al niimero de
soluciones no degeneradas del sistema F(x) = b con b € IR" (resp. Fr(X) = b con
beR™M).

El siguiente Lema relaciona la cantidad de soluciones no degeneradas de los sistemas
F(z) = 0, con & de norma menor a R en R", y Fg(X) =0, con X := (x,z0) en
R™H,

Lema 12 FEl nidmero de soluciones no degeneradas del sistema F(x) = 0 en B(0, R)
de R" es exactamente la mitad que el de las soluciones no degeneradas del sistema
Fr(X) =0 en todo R™.

Demostracién. Es inmediato observar que x en la bola abierta B(0, R) C R" es

una solucién del sistema F(z) = 0 si y solo si (z,79) € IR™™ es una solucién de

Fr(x,z9) =0, donde
zo==£,|R? =Y x2#0.
i=1
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Por lo tanto, podemos dar por terminada la demostraciéon del Lema, si mostramos
que z es solucién no degenerada si y solo si lo es (z,zg), cada uno de su respectivo

sistema. Esto se desprende de la Matriz Diferencial de Ffg:

0
DF(x :
DFR(CE, ZC()) = ( ) 0 )

221 e 2x, 2xg

con lo cual, por ser las dos matrices diferenciales cuadradas, tienen rango maxi-
mal si y solo si sus determinantes son no nulos. Entonces, dado que xg # 0y
det (DFR($, :vo)) = det (DF(x)).QxO, un determinante es nulo si y solo si lo es el
otro.

[m]

Dado que las aplicaciones definidas en la pagina anterior tienen derivadas parciales de
todos los 6rdenes continuas, la derivabilidad de las funciones no sera un inconveniente

para utilizar los resultados preliminares dados en la seccion anterior.

Lema 13 La aplicacion Fr : R™™ — R™™ es propia y el conjunto de sus valores
requlares es un abierto. Sib € VR(Fg) C IR™™!, entonces, el conjunto de soluciones
del sistema Fr(X) = b es finito.

Demostracién. Utilizando las Proposiciones 4 y 5, podemos observar que nos al-
canza con mostrar unicamente que Fg es propia, propiedad que verificaremos a
continuacion.

Dado que en el Espacio Euclideo R"*, cerrado y acotado es equivalente a compacto,

veamos que dado K C IR™" un conjunto compacto, F' i Y(K) es cerrado y acotado.

Por ser K cerrado y de la continuidad de Fg, es inmediato que Fr'(K) es un
conjunto cerrado. Como K es acotado, existe un real p > 0, tal que K C B0, p].
Entonces, dado (x,z0) € Fp'(K), la norma de Fr(z, 7o) es menor o igual a p, y en
consecuencia, el moédulo de cualquiera de sus coordenadas, en particular la tltima,

esta acotado superiormente por p. Con lo cual,

|Foga(z,20)| = Y :® = R? < p* = ||(2,20)|]” < p* + R*.
i=0

Asi, Fr'(K) esté acotado.
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Lo que se intenta hacer a continuacién es mirar el problema de acotar la cantidad
de soluciones de los sistemas F'(z) = p y Fr(X) = p/, desde otro punto de vista,
en este caso, desde la Geometria Diferencial, para poder con esto atacarlo con otro

tipo de herramientas.

Dado b un valor regular de G, por la Proposicién 9, el conjunto I' := G~1(b) es
una variedad 1-dimensional. Es mas, podemos afirmar que es cerrada, por ser la

preimagen de un cerrado por una funcién continua.

Se puede observar ficilmente de la definicién de G(z,t), que los puntos de la in-
tersecciéon de la variedad T' con el hiperplano {t = 1} c IR"™ son todos aquellos

(z,1) € R™** tal que z es una soluciones del sistema F(x) = b.

Uno podria preguntarse, cual de todos estos puntos de interseccion son los que
provienen de una solucién no degenerada. Con el propésito de resolver este in-
terrogante, analicemos el espacio tangente a I" en los punto de interseccion con el
hiperplano.

Por como fue definida I' y la Proposicién 10, podemos asegurar que el espacio tan-
gente a la variedad en un punto del tipo (z,1) € I" es el niicleo de la diferencial de
G en (z,1). Dado (x,1) en I':

9G 1 (2,1)
ot

DG(z,1) = DF(z) :
9Gin (1)
b

Si ademds z es una solucién no degenerada de F'(z) = b, la Matriz Diferencial de
F en x es inversible, resultando que ningin vector no nulo en IR™™ con la dltima

componente cero va a ser tangente a I" en (z,1).

Asi, los espacios tangentes a I' y a la variedad afin {¢ = 1} en un punto (z,1), con
x una solucién no degenerada de F'(z) = b, comparten inicamente al vector nulo, o
que es equivalente, se cortan en forma transversal. Puede observarse que esto es una
doble implicacién, es decir, si (z,1) es un punto de interseccién transversal entre I'
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y {t = 1}, entonces z es una solucién no degeneradas de F'(x) = b.

A continuacién se define un campo vectorial ¢ : IR™*' — IR™"!, tangencial a la

variedad 1-dimensional I', de la siguiente manera:

5(377 t) = (fl(xa t)> s agn(x> t)v ft(% t))

con

. a(Glg)GTb) -
) = (1) =
gz(x’t) ( 1) det(a(x17___’xi_17xi+17_”7;(;”715))’ para 1 <1 < n,
A(G,...,Gy)
_(_1\n+1 —
gt(X7t>_( 1) det<8($17’xn)>

Como b es un valor regular de GG, su Matriz Diferencial tiene rango maximal, en-
tonces, el campo £ no se anula sobre I', ya que existe por lo menos un menor maximal
no nulo.

Notemos que £ es un campo tangente a I'. Para esto es suficiente ver que estd en el
nucleo del diferencial de G, o, equivalentemente, que es ortogonal a cada una de las
filas de la Matriz Diferencial.

Planteando el producto escalar entre £ y la i-ésima fila de la Matriz Diferencial de G,
obtenemos que esto coincide con el determinante de una matriz de (n+1) x (n+ 1)
que en las tultimas n filas tiene a la Matriz Diferencial de G y en la primera, la

1-ésima fila de esta misma matriz, como se puede observar:

9G; 9G;  9G;
o1 Ot Ot
(8GZ 8G1 8GZ> (5 g 5) - det ox1 Oxn ot -0
“e . 1 .. t] — — . X X == U.
axlﬂ 9 axn7 at ) SNy : ) : :
9Gn 0Gn  0Gn
Oz e Oz, ot

Dado que en las construcciones anteriores uno unicamente usé que G era una apli-

cacién C*, si b € R™™ es en cambio, un valor regular de G, se puede definir, en
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forma andloga, una variedad 1-dimensional cerrada I'r := G7'(b) € IR™™, la cual
verifica que si (X, 1) pertenece a 'y N {t = 1} € IR"™?, entonces, X es una solucién
no degenerada de Fr(X) = b si y solo si las variedades T'g y {t = 1} se cortan en
forma transversal en (X, 1).

Anslogamente, el campo &g : IR™? — IR™™2, definido a continuacién, es tangencial
a la variedad I'g, donde nunca se anula:

éR(X7 t) = (gRl(Xv t)? ce ,an(X, t)ngO(X> t)ath(X> t)),

con

para 1 <1 <n,

Eri(X 1) = (—1)idet( AGh,..., Gnt) t))’

a(ZEl,...,$i_1,1’i+1,...,$n,1'0,
A(Gr,...,Gni1)
Xt:—1”+1dt< S *)
SrolX,t) = (=1) ¢ X1, Ty, t) )

I(G1,. .., Gpi1)

X,t) = (-1 ”+2det( e On )
Sre( X, 1) = (=1) I(x1,. .., Ty, To)

El Lema que a continuacién se enuncia sera sumamente importante para relacionar

los puntos de interseccién transversal entre la variedad I' y el hiperplano {t = 1},

con las soluciones no degeneradas de un sistema, luego de un cambio de variables

apropiado, con unicamente k exponenciales.

Se puede observar facilmente, dado que Fr es un caso particular de F', que si se
reemplaza Fr por F' en el enunciado del Lema 14, el resultado sigue siendo cierto,

con la misma demostracion.

Lema 14 Sea (b,c) € R™ x R un valor reqular de G x & : R™™ — IR™™, con b un
valor regular de F' y G, tal que F~1(b) es finito y |c| < |&(z)| para toda x € F~(b).

Entonces N(b) < N'+ q, donde N’ es el nimero de soluciones del sistema

{ G(X,t)=1b (1.3)

&(X t) =c

y q es el mimero de componentes conezas no-compactas de T := G~1(b).
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Demostracion Sea I'; una componente conexa de I', entonces por el Teorema de
clasificacién de variedades conexas unidimensionales, I'; es C*°—difeomorfa a S! o

a IR, dependiendo de si es compacta o no.

Si I'1 no es compacta, existe 6 : IR — I'y un C*—difeomorfismo. Sean sq,..., s
las preimégenes por 6 (ordenadas en forma creciente) de los finitos puntos de in-
terseccién entre I'; y el hiperplano {t = 1}. La finitud proviene de que todos los
puntos de interseccién son de la forma (x,1), con x una de las finitas soluciones de
F(z)=0.

Por definicién, el espacio tangente a I'; en un punto 6(s) es la imagen de la diferencial

de 6 en s, por lo tanto, todo vector tangente a I'y en 6(s) es un miltiplo de

0'(s) = (01(5), -, 011 (5)).

Dado que b es un valor regular de F, las variedades I'; y {t = 1} se cortan en forma
tranversal en 0(s;). Con lo cual, si observamos que v € IR"*! es tangente a {t = 1}
si y solo si su tltima coordenada es nula, podemos concluir que @/, (s;) es distinta
de cero. Entonces, la aplicacién que resulta de restarle 1 a la tultima coordenada de
0, notémosla 6,,1 —1 : R — IR, tiene como unicos ceros a los s;, los cuales resultan

no degenerados (simples), por ser ¢, ,(s;) # 0. Podemos de este modo asegurar que

0;1+1<Si)'9:1+1<8i+1) <0, paral <i </ —1.

Relacionemos lo que acabamos de obtener con el campo vectorial £. Dado que £ es
no nulo sobre I'; para la cual es tangente en 6(s), los vectores 0'(s) y £(0(s)) son
cada uno de ellos un multiplo no nulo del otro. Con lo cual, podemos observar

(61(6(5)), -+, &(0(s)), &(0(5)) ) = n(s) (61(5) .- -, 0,(s), i1 (s)).

donde n : IR — IR, es el cociente de los siguientes productos escalares:

0'(s).£(0(s

o) = P0G
0'(s).0'(s)

Es inmediato que 1 es continua y nunca se anula sobre IR, con lo cual, es siempre
positiva o siempre negativa.
Por lo tanto, por ser 8, ,(s;)0;, 1 (si+1) < 0, resulta que &(0(s;))&(0(si4+1)) < 0, para
1 <<l —1. Asi porser |c] < min{|&(0(s:))|, [&(0(si+1))|}, podemos concluir

que

§:(0(si) < ¢ < &(0(siv1)) 0 §i(0(sir1)) < ¢ < &(0(si))
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Entonces, por la continuidad de & 00, existe d; € (s;, s;41) tal que &(0(d;)) = ¢. Con
lo cual, 0(d;) es una solucién del sistema (1.3) que, por ser (b, ¢) un valor regular de

G x &, resulta no degenerada.

Por lo tanto, la cantidad de puntos de interseccién de I'; con {t = 1}, no supera el
nimero de soluciones no degeneradas en I'y del sistema (1.3) méas uno.

El andlisis que se hace para el caso compacto es esencialmente el mismo que para el

Ccaso Nno Compacto .

Si I'y es compacta, existe ¢ : S1 — I'y un O*°—difeomorfismo. Redefinamos la

parametrizacién 6 : IR — I'; como:
0(s) := ¢(cos(2ms), sen(2ws)).

Notemos que por ser ¢ es un C'*°-difeomorfismo y s +— (cos(2ws), sen(27s)) una
aplicacién con diferencial no nulo, ¢'(s) # 0, para todo s € IR.

Sean sy, ..., s, las preimagenes por 6 en [0, 1) (ordenadas en forma creciente) de los

finitos puntos de interseccién entre I'y y {t = 1}.

Asi, por la periodicidad de s — (cos(27s), sen(27s)), la aplicacién 6,1 —1 : R — IR,
tiene como tunicos ceros a {s;+n /1 <i <ly y n € Z}, los cuales resultan simples.

Entonces, en particular

0, 1(5:1)0,,1(si41) <0, paral <i<ly—1 y 0, 1(s1,)00,1(s1+1) <O.
Con lo cual, de la misma forma que para el caso no compacto,

§e(0(s:))&e(0(si41)) <0, para 1 <i<lp—1 y &(0(s1,))&(0(s1 + 1)) < 0.

Asi, por ser |c| < [£(0(s; +n))| para 1 < i <ly yn € Z,y la continuidad de & o 6,
existen d; € (s;,8i41) v di, € (815,51 + 1), tal que &§(0(d;)) = c para 1 < j <.

Por lo tanto, 6(d;) es una solucién no degenerada del sistema (1.3), distinta de §(d;),
sil <j#j <l por lainyectividad de s — (cos(2ms), sen(2ms)) sobre (s1, 51+ 1).
Entonces, la cantidad de puntos de interseccién entre I'; y {t = 1} no supera el

nimero de soluciones no degeneradas del sistema (1.3) en I'y.

Podemos de este modo concluir que la cantidad de puntos de intersecciéon entre I'

y el hiperplano {¢ = 1} es menor o igual que el nimero de soluciones (que resultan
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no degeneradas) del sistema (1.3) mds la cantidad de componentes conexas no com-
pactas. Asi, utilizando la correspondencia entre los puntos de intersecciéon de I' con

{t = 1} y las soluciones de F(x) = b, damos por terminada la demostracién

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema 2, vamos a dar una serie de
Lemas que nos permitiran, junto con otros resultados, garantizar la existencia del
valor regular (b, ¢) del enunciado del Lema 14.

Lema 15 Dado el conjunto Ag := {b € R"™ /b € VR(Fg) y Ng(b) > 0} C R"™,
la aplicacion g : Ap — IR definida por:

vr(b) = min |&(X.1) |

resulta continua y estrictamente positiva (recordar que X = (x1,...,%y, To)).
Ademds, el conjunto Wy, = {(b,c) e R"™" xR /b€ Ary |c| < ¥r(b)} es abierto.

Demostracién. Sea b € Ar C VR(Fg), asi, toda soluciéon X de Fr(X) = b es no
degenerada, con lo cual,

a(Gla s 7Gn+l>

01, .., Ty, X0)

) = -ty b

Er(X.1) = (-1 X)) #0.
Entonces, dado que el conjunto de soluciones de Fg(X) = b es finito, por ser b un
valor regular, podemos asegurar que ¥g(b) > 0.

Si recordamos que Fg es propia, por la Proposicién 6 ii), podemos asegurar que
existe U, un abierto uniformizante de b en el cual N es constante, entonces, si
Fr'(Uy) es la unién disjunta de los U;, con 1 < i < Ng(b), por la continuidad de
& (X, 1) en los U; tenemos que ¥g es continua sobre Uy, para todo b € Ag.

Veamos primero que Ag es abierto. Por el Lema 13, el conjunto de valores reg-
ulares de F es abierto, entonces nos alcanza con ver que {b € IR"™ / el sistema
Fr(X;y(X)) = b, tiene alguna solucién} es abierto, lo cual es inmediato si utilizamos

la Proposicién 6 7).

La funciones g1, g2 : Agp X R — IR definidas por:
g(b,c) :=vr(b) — ¢ g2(b, ¢) := Ygr(b) + ¢
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son evidentemente continuas. Entonces, las preimégenes por g; y g» del intervalo

(0,00), son abiertos. Asi, el conjunto
9;1(07 OO) A 951(07 OO) = WwR

es abierto en Ap x IR, a su vez un conjunto abierto en IR"™. Resultando, de este
modo, que Wy, es abierto en IR"*2.

En el Lema 13, cuando se mostré que V R(Fg) es un conjunto abierto, se utilizé
fuertemente que Fgr es propia, propiedad que no tenemos garantizada con F'. Por
lo tanto, en algun sentido, el conjunto A definido en el siguiente Lema reemplaza al
de los valores regulares.

Lema 16 Si existe C' € IN tal que para todo b € IR™ N(b) < C, entonces el conjunto
A :={b e IR"/ 3 B, entorno abierto de b donde N es constante} es abierto y denso
en R".

Demostracion. Esta claro por su construccién que es un conjunto abierto. Su-
pongamos por el absurdo que no es denso, entonces existe un abierto A # () que
no contiene ningin elemento de B, ahora para todo ' € A, 0 < N(V') < C en NN,

entonces existe b en A donde N alcanza el maximo.

Por el Lema 6 i) existe V, un entorno abierto de b tal que N (V') > N(b), Vb € V,

)
entonces, para todo b’ en U, = ANV, tenemos que N(b) < N(b') < N(b) = N es
constante sobre Uy, con lo cual b € AN B = (), Absurdo.

Lema 17 Si existe C € IN tal que para todo b € IR", N(b) < C, entonces la
aplicacion ¢ : A — IRxq definida por:

0 si N(b) =0,
h(b) = . ,
F?}(Z)Zb 1&(X,1)| st N(b) >0,
XEPR(F)

es no negativa y continua.

Ademds, el conjunto Wy, :={(b,c) e R" xR /be Ay |c| <(b)} resulta abierto.
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Demostracién. Sea b € A. Si N(b) = 0, existe B, C A un entorno abierto de b
donde N es constantemente cero. Asi, |5, = 0, resultando continua en b.

Si N(b) > 0, por la Proposicién 6 i), existe U, un entorno abierto de b donde
N > N(b),y Vi,...,Vne) abiertos disjuntos dos a dos tal que F/y; : V; — U es un
C*>—difeomorfismo. Sin pérdida de generalidad, dado que b € A, podemos suponer

que N resulta constante sobre U,,.

Por lo tanto, si 0/ € Uy, toda solucién no degenerada de F'(X) = b’ estd en algin V;.
Asi, dado que & es continua sobre cada uno de los finitos V;, tenemos garantizada

la continuidad de 1 en Uy, y en consecuencia, en b.

De la misma forma que en el Lema 15, veamos que W, es abierto en R™*.

La funciones ¢1, ¢» : A X IR — IR definidas por:

g(byc) :=(b) — ¢ g2(b,c) :==1(b) + ¢

son continuas. Asi, el conjunto
91 '(0,00) N g3 ' (0,00) = {(b,c) EAX R/ — (b < c<d(b)} =Wy

es abierto en A x IR, que, por el Lema 16 podemos asegurar que es un conjunto
abierto de R"*2, resultando, de este modo, que Wy es abierto en IR™*2.

Ya después de haber trabajado por separado en los puntos claves de esta demostracién
nos dispondremos esencialmente a relacionar en forma apropiada los resultados.
Como habiamos mencionado la demostracién se hard por induccién en el nimero k

de exponenciales.

Demostracion del Teorema 2. Analicemos primero el caso donde el niimero de
exponenciales es cero.

Asi, Fy(z) = ... = Fy(x) = 0 es un sistema polinomial de n ecuaciones y n variables
Z1,...,%,, donde el grado de cada F; es m;. Con lo cual, del Teorema Clasico de
Bezout se desprende que el conjunto de soluciones no degeneradas en C" de dicho
sistema es finito y acotado por ﬁ m;. Ahora, dado que una soluciéon no degenerada
en IR", es también no degenerz;gelx en C", el Teorema 2 queda demostrado para los

sistemas donde el nimero de exponenciales es cero.
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Asumiremos inductivamente que en los sistemas con k (o menos) exponenciales
se verifica la cota propuesta por el Teorema 2 para el nimero de soluciones no

degeneradas.

Sea Fy(x,y(z),yr1(x)) = ... = Fu(z,y(x), yp+1(z)) = 0 un sistema, como el de la
pagina 25, con k + 1 exponenciales.

Ante la inmediata imposibilidad de poder asegurar que el nimero de soluciones no
degeneradas de F'(x) = 0 es finito, vamos primero a demostrar el Teorema para un
sistema particular de la forma Fr(X) = p (ver pagina 26). Decimos que el sistema es
particular, ya que, si recordamos, la inducciéon se hace en el nimero de exponenciales

y no en el nimero de variables o ecuaciones, el cual se mueve con suma libertad.

Sean z(1),...,x(m), con 1 < m < oo, soluciones no degeneradas del sistema
Fr(X) = p (no necesariamente deben ser todas), entonces, por la Proposicién 6
i), existe un entorno abierto W de p en IR™™!, tal que Ng(b) > m, para todo b
en W, con Ng(b), recordemos, el nimero de soluciones no degeneradas del sistema
Fr(X) =b.

Asi, si existe C' € IN tal que Ng(b) < C, con b en W, entonces, m < C.

Mostremos que existe b € WNVR(Fr)NVR(Gg) y ¢ € R, tal que (b, ¢) es un valor
regular de Gg x &p, v |c| < ¥gr(b).

Dado que G, Fr y &g, son aplicaciones C*, por la proposicion 5, los conjuntos
de valores regulares de cada una de ellas es una intersecciéon numerable de abiertos
densos. Asi, Vg := (VR(Fg)xIR)N(VR(Gr)xIR)NV R(G g x&R,) es una interseccién
numerable de abiertos densos en IR™™2, por lo tanto, mediante la Proposicién 3,
resulta denso en IR"™2.

Dado que Vi es denso en IR, nos alcanza con mostrar que, si Wy, es el conjunto
abierto definido en el Lema 15, el abierto (W x IR) N Wy, es no vacio, ya que de ser
asi, cualquier (b,c) € VRN (W x IR) N Wy, # 0 es un punto con las caracteristicas

que estabamos buscando.

Por ser V R(Fr) denso en R"" y W C IR"*! abierto, existe b € W un valor regular
de Fr para el cual Ng(b) > 1, entonces, b € Ag, donde Apg es el conjunto abierto
definido en el Lema 15. Asi, (b,0) pertenece a Wgy, por ser 1p estrictamente
positiva, y como consecuencia, (b,0) € (W x R) N Wy, que resulta un conjunto no
vacio.
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Sea (b,c) € VRN (W x R) N Wy,,, entonces, (b, c) es un valor regular de Gg X &g,
con b un valor regular de Fr y Gr. Es més, por la Proposicion 4, F,gl(b) es finito,
y, dado que ¥g(b) := min|ég,(X,1)| donde X es una solucién de Fr(X) = b, se
desprende que |¢| < [£g, (X, 1)| para todo X con F(X) = b.

Por lo tanto, por el Lema 14, el nimero de soluciones no degeneradas Ng(b) es
menor o igual que N’ + ¢, donde N’ es el niimero de soluciones no degeneradas del

sistema

{GR(X’ ) :[c’ (1.4)

Ery (X ) t) =
y ¢ es el nimero de componentes conexas no compactas de la variedad 1-dimensional

FR = G;zl(b)

En este momento, pareciera que tenemos un problema aun mayor, ya que, ahora no
solo tenemos que acotar el nimero de soluciones de un sistema, sino que también
tenemos que acotar la cantidad de componentes conexas no compactas de una varie-
dad. La ventaja que esta modificacién nos presenta es que via un cambio de variables
apropiado, el nimero de soluciones del sistema (1.4) y la cantidad de componentes
conexas no compactas de I', quedan acotados respectivamente cada uno de ellos por

un sistema con sélo k exponenciales.

Sea h : R"™ — R"™ el C*— difeomorfismo definido por:

h(z1, ..., xn, 20, t) == (21,...,Tp, To, te’“(k“)“),
con inversa h=Y(xy, ..., 1., 2o,t) == (T1, ..., Tn, Tg, te?FTDT),
Entonces, por las Proposiciones 8 y 7, T'r := (Gg o h)~(b) tiene ¢ componentes

conexas no compactas y el sistema

b 1.5
Erioh(X 1) =c (1.5)

tiene N’ soluciones no degeneradas.

)

{GRoh(X,t)

Supongamos que el nimero de componentes conexas no compactas de la variedad
1-dimensional cerrada I'g sea finito, entonces, por el Lema 11, existe un hiperplano,

H,:Lizi+ ...+ l,x, +loxg + it = a,
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que corta a ' en forma transversal en por lo menos ¢ puntos.

Es inmediato observar que el espacio tangente a un hiperplano H, en cualquiera de
sus puntos estda formado por todos los vectores que resultan perpendiculares a la
normal [ = (Iy,..., 1, lo, ;).

Por lo tanto, el hecho de que en un punto de interseccién el corte sea transversal,
implica que los espacios tangentes comparten tinicamente al vector nulo, con lo cual,
[ no es ortogonal a ningtin vector no nulo tangente a I'r. Entonces, si recordamos
que el espacio tangente a 'z es el niicleo del diferencial de G o h, las filas de la
Matriz Diferencial de Ggoh y [ son linealmente independientes. Asi, todo punto en
el cual H, y I'p se cortan en forma transversal es una solucién no degenerada del
sistema:

(1.6)

GR e} h(X,t) =b
hay ...+ Lz, + loxg + it = a,

el cual involucra unicamente k exponenciales.

Dado que para 1 < i < n, (Gg);(h(X,t)) = P(z,y(z),t), donde P;, recordemos, es

un polinomio de grado m;, el sistema (1.6) involucra k exponenciales. Con lo cual,

por la hipétesis inductiva, tiene a lo sumo 2 [] m(4 + 3 my)*2¥*=1/2 soluciones
' =1

=1 i=

no degeneradas, para todo hiperplano H,. Asf, utilizando el Lema 11, ' tiene un

numero finito de componentes conexas no compactas.

Se concluye que ¢ es menor o igual que el nimero de soluciones no degeneradas del
sistema (1.6).

De este modo, podemos afirmar que N’ + ¢ es menor o igual que el nimero de
soluciones no degeneradas del sistema:

Groh(X,t)=10
(Ery o (X, t) — c)(lyxy + ... + lpxy + loxg + it — a) =0,
con k exponenciales.

Analicemos con més detenimiento la ultima ecuacién del sistema.

Sil <1i,57 <n, laderivada parcial de la coordenada j—ésima de G con respecto a

T; es:
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G k
Mixn) = ff( )t + 32 (5

dx; — Loy,

2), tyeia ()] alr)iye (@) +

), t )it
{ aka Y1 (@ } Y1 ().
Asi, dGR’ (h(X,t)) = Qji(z,y(x),t), donde @Q;; es el polinomio de grado a lo sumo

m; que se muestra a continuacion:

op; 0P OP;
Qj,i(xu Y, t) = axz (l’, Y t) + Z[ayr (JI, Y t)} a(r>in * [ayk+1

r=1

(ZE Y, )} a(k + 1)1 t,

donde y = (y1,...,yx). Entonces,

Eri(Xt) = 30 (=120 [Q101) - Qo] (, y(@), 1),

oESy
un polinomio de grado a lo sumo 1 + i m; evaluado en (z,y(z),t).

i=1

Asi, utilizando la hipétesis inductiva,

N +q < 2]]mi2+ > mi) (542> my)k2kt=n/2

=1 i+1 i+l
— 2Hmz2—|—z:mZ 5+2Zm Yroh(+1)/2
=1
< o2+ m)B+ S ) 22
=1 =1 i=1
R,
1=1 i=1

Entonces, dado que m < Ng(b) < N’ + ¢, el sistema Fg(X) = p tiene a lo sumo

2 ﬁ mz(3 + i mi>k+12k(k+1)/2

i=1 i=1
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soluciones no degeneradas, precisamente la cota que propone el Teorema 2 para un
sistema de este tipo.

Dado p € IR", la cota encontrada para el nimero de soluciones no degeneradas del
sistema Fr(X) = (p,0) es independiente de R. Con lo cual, utilizando el Lema 12,
el sistema F'(z) = p tiene a lo sumo

C = ﬁ ml(g + imi)k+12k(k+l)/2’

i=1 i=1

soluciones no degeneradas. Asi, para todo p € R", N(p) < C.

Notese que esta cota, la cual obtuvimos usando la hipdtesis inductiva, es un poco

mas grande de lo que deseamos. Con lo cual, seguiremos trabajando.

Supongamos que el sistema F(z) = 0 tiene m > 1 soluciones no degeneradas.
Entonces, nuevamente por la Proposicién 6 i), existe W un entorno abierto de 0, tal
que para todo p en W, N(p) > m > 1.

Asi como con Fg, mostremos que existe b € WNVR(F)NVR(G) y ¢ € R, tal que
(b, ¢) es un valor regular de G' x & y |c| < 1(b), para de este modo estar sobre las

condiciones del Lema 15.

Dado que G, F y & son aplicaciones C* por la Proposicion 5, sus respectivos
conjuntos de valores regulares son una interseccion numerable de abiertos densos.
Con lo cual, V := (VR(F) x R) N (VR(G) x R)NVR(G x &) es una interseccion
numerable de abiertos densos en IR"™!. Entonces, utilizando la Proposicién 3, denso
en R™*.

Si el abierto (W x IR) N W, es no vacio, donde Wy, es el conjunto definido en el
Lema 17, cualquier (b,c) € VN (W x R) N Wy, es un punto con las caracteristicas
que buscabamos. Veamos entonces que (W x IR) N W, # 0.

El conjunto A definido en el Lema 16 es denso en IR", por lo tanto, existe b €
W N A, el cual verifica que N(b) > 1, simplemente por estar en W. Asi, por ser
F~Y(p) N PR(b) finito y &(z) # 0 para todo = € PR(F),

P(b) = min [&(X,1)] > 0.

F(X)=b
XePR(F)
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Por lo tanto, (b,0) € W x RN W, # 0.

Sea (b,c) € VN (W x R) N Wy, entonces, por el Lema 14, N(b) es menor o igual
que N + ¢, donde N es el nimero de soluciones no degeneradas del sistema

Lo =

b
C?

y q es el nimero de componentes conexas no compactas de la variedad 1-dimensional
[:=G(b).
En adelante, la demostracién procede de la misma forma que para el sistema Fg(X) =

b, es por eso que evitaremos detenernos demasiado en los detalles.

Via el cambio de variables determinado por el C*®°—difeomorfismo h : R — IR™"!
definido por:
a(kJrl).:r)

My, ...z, t) = (21, .., Ty, te”

)

y utilizando las Proposiciones 8 y 7, T' := (G o h)~}(b) tiene ¢ componentes conexas
no compactas. y el sistema

b
&oh(x,t)=c (1.7)

tiene N soluciones no degeneradas.

Y

{GoM%ﬂ

Por la Proposicién 11, existe un hiperplano H,, definido como:
Ha:llx1+...+ln:cn+l1t:a,

que corta a la variedad 1-dimensional cerrada I' en forma transversal en por lo menos
g puntos. Asi, ¢ es menor o igual que el nimero de soluciones no degeneradas del

sistema

{goh(z,t) =b

o1 +...+ 1z, + 1t =a.

Por lo tanto, N + ¢ es menor o igual que el nimero de soluciones no degeneradas

del sistema:
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{goh(:{;,t):b

(& o (zt) —c)(liwy + ...+ lpxy + it —a) =0,

con unicamente k exponenciales.

Detengamonos un instante en la iltima ecuacion del sistema.
Como Gg;(z, xg,t) = Gy(x,t) para 1 < j < n, podemos concluir que:

dGr,

dz; (h(X, 1)) = Qji(z,y(x), 1),

donde @);; es el polinomio de grado a lo sumo m,; de la pagina 39.

Entonces,

&la,t) = 3 (=) |Quoqy - Quotm | (2,y(2). 1),

O'ESn
n
un polinomio de grado a lo sumo Y- m; evaluado en (z,y(z),t).
i=1
Asi, utilizando la hipétesis inductiva,

n

H 1—|—§:mZ 2—1—22:771Z k(k=1)/2

=1 =1

N +q

IN

n

=H 1+Zmz 2+2zm )k gk(k+1)/2

=1

1+Zmz +Zm 2/€ k+1)/2

1 + Z m k+1 2k(k'+1)/
=1

fin
L1

Por lo tanto, dado que m < N(b) < N + ¢, el sistema con k + 1 exponenciales
F(z) = 0 tiene a lo sumo

ﬁ mz<1 4 zn: mi)k+l 2k(k+l)/2
i=1 i=1
soluciones no degeneradas.

Concluimos asf la demostracion del Teorema 2.
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Capitulo 2

Una cota 6ptima

2.1 Sistemas trinomiales en el plano.

El Teorema de Khovanskii, demostrado en el capitulo anterior, expone una cota
para el niimero de soluciones no degeneradas de un sistema polinomial, que depende
unicamente de la cantidad de variables y monomios. Esto nos induce a preguntarnos,
cual sera la cota 6ptima para un sistema con una cantidad de monomios y variables
determinada.

Con el propésito de dar una respuesta a este interrogante, en al menos un caso
particular, el objetivo principal de este capitulo sera demostrar el resultado que se

enuncia a continuacion:

Teorema 18 FEl niimero mdximo de soluciones no degeneradas de un sistema for-

mado por dos ecuaciones trinomiales en dos variables es cinco.

La demostracion, algo rudimentaria, se desarrollard al final del capitulo y estard
basada en lo hecho por Li, Rojas y Wang en [8].

2.1.1 Definiciones, notaciones y resultados basicos

Dados a = (a1,...,a,) € R" y v = (21,...,2,) € RY,, recordemos la notacién:

=o'

an
n -
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Una aplicacién f € R[z%/ a € IR"] se dird un m-nomio, si tiene exactamente m
monomios. Asi, dados f; € R[z?/ a € R"] para 1 < i < n, llamaremos al sistema
de n ecuaciones en n variables F' := (f1,..., f,) = 0 un sistema esparso de tipo
(my,...,my), si cada f; es un m;—nomio.

Finalmente, notaremos N'(my, ..., m,) (resp. N'(my,...,m,)) al nimero méximo
de soluciones aisladas (resp. no degeneradas) de un sistema esparso de tipo (my, ..., m,)

en el ortante positivo (IR'}).

Definicién 19 Para todo S C IR", notamos con Conv(S) al menor convexo que
contiene a S. Ast, dada h(x) = f) ci 2D en R[z?/ a € IR"], un m-nomio, definimos
el politopo de Newton de h comz():lla capsula convexra del su conjunto de exponentes,
es decir,

Newt(h):=Conv{a(l),...,a(m)}.

A continuacion se enuncia una version del conocido Teorema de Rolle para funciones

derivables en los reales. Para su demostracién ver [3].

Teorema de Rolle Sea g : [a,b] — IR continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si
g tiene r ceros en |a,b], entonces g' tiene por lo menos r —1 en (a,b).

En la demostracién del Teorema 18, se utilizara fuertemente la Regla de los Signos
de Descartes, resultado que se enuncia luego de la siguiente definicion:

Definicién 20 Dado f := Y, a;x" un m-nomio no idénticamente nulo en una
variable, llamaremos cantidad de cambios de signo de f al numero de pares
{i,7} C{1,....m} tales que i < i', ¢; =0 sii < j<i yccr <O.

Con esta definicion, estamos en condiciones de enunciar el siguiente Teorema, cuya

demostracién fue desarrollada en [11].

Teorema (Regla de los Signos de Descartes)

Sea f :Rsy — IR un m-nomio no idénticamente nulo en una variable. Entonces, la

cantidad de ceros de f es menor o igual que la cantidad de sus cambios de signos.

Si bien el siguiente resultado, como podra observarse, es un Corolario inmediato de
la Regla de los Signos de Descartes, puede ser demostrado por completo utilizando

Unicamente el Teorema de Rolle.
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Corolario 21 Sea f un m-nomio no idénticamente nulo en una variable. Entonces,

la cantidad de ceros de f es menor o igual que m — 1.

Observar que esto nos garantiza que todo m-nomio no nulo en una variable tiene
un numero finito de ceros, razén por la cual todos los m-nomios de este tipo tiene
todos sus ceros aislados.

2.1.2 Resultados previos

La Proposicién que se enuncia a continuacién nos va a permitir modificar los expo-
nentes en los monomios de un sistema esparso, sin cambiar su nimero de soluciones
aisladas y no degeneradas, asi como tampoco el tipo de sistema.

Proposicién 22 Sean A € R™™" una matriz inversible y e; € R", el j-esimo vector
c - . - 7 . n n . .
candnico. Entonces, la aplicacion ¢ : IRy — IR}, definida por:

(bA(x) - :CA’ donde xA = (lﬁl.At? s 7‘rej.At, Ce 7£C€n.At)7
es un C*—difeomorfismo.

Demostracién. Dada B € IR™", observemos la coordenada i—ésima del vector

((QZA)B)i _ (xel-At7 o ’xej.At7 o ’xen.At>ei.Bt _

xbliq.At o :L,bjiej.At N bpien.At —

x(bu,---,bji7---7bni)-At

.

Asi, g1 : IR} — IRY}, definida por ¢4-1(y) = vy es la inversa de ¢4.

Es inmediato observar que tanto ¢4 con ¢4-1 son aplicaciones C*°. Con lo cual, ¢4
resulta un C'*°—difeomorfismo.

Dado un sistema de ecuaciones polinomiales, bajo ciertas condiciones, el siguiente
Lema garantiza la existencia de otro sistema, del mismo tipo, con igual nimero de
soluciones tanto aisladas como no degeneradas, tal que una de sus ecuaciones es

lineal.

Se define la dimension del politopo de Newton de un m-nomio A, como la dimension

del menor espacio afin que lo contiene, y se nota dim(Newt(h)).
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Lema 23 Sea F' = (f1,..., fn) = 0 un sistema esparso de tipo (my, ..., m,) tal que
la dimension New(f1) es my — 1. Entonces, existe F = (fi,..., f,) =0, un sistema
esparso del mismo tipo con igual numero de soluciones aisladas y no degeneradas,

tal que

=14z +... 2,1,

y, para todo i, f; tiene al 1 como uno de sus monomios.

Ademds, si my =3 y el sistema F(x) =0 tiene alguna solucion,
fl = 1-1['1-1’2.

Demostracién. Dividiendo cada f; por alguno de sus monomios no modificamos
el conjunto de soluciones del sistema en el ortante positivo y podemos asegurar que
cada f; posee un 1 como uno de sus monomios. En el caso donde m; = 3, podemos
suponer que f; no tiene todos los coeficientes del mismos signo, de los contrario
el sistema no tendria soluciones en IR'}. Entonces, dividiendo por el monomio con
coeficiente de signo distinto al de los otros dos, obtenemos f; := 1 — c;x™ — cor®?
con c¢q,cy > 0.

Cabe observar que al dividir por un monomio, el politopo de Newton del nuevo

m;—nomio, simplemente es un trasladado del anterior.

Supongamos que fi := 1tz £...+¢p, 2%t Como dim New(f) =my — 1,
el conjunto {ay,...,am,—1} C IR" resulta linealmente independiente, con lo cual,
puede ser completado a una base, la cual notaremos {a1,...,a,}. Entonces, via el
cambio de variable z — 24" donde A es la matriz que tiene en la i-ésima columna
al vector a;, por la Proposicién 22, no modifica el nimero de soluciones en IR}, Asi,
podemos suponer fi:=1+ciz1£... & Cpy1Tmy—1 -

L
|cil
deseado, sin modificar el nimero de soluciones no degeneradas y aisladas. o

Por ultimo, si aplicamos la sustitucion z; — con 1 < i < m; obtenemos el f;

El siguiente Lema nos permite relacionar el nimero maximo de soluciones aisladas
de sistemas de tipo (3,m) con el nimero maximo de soluciones no degeneradas de

sistemas del mismo tipo.
Lema 24 Sea f:(0,1) — IR con r ceros aislados, definida de la siguiente forma:
fx) =1+ ca™1 —z)" + ... + ™ (1 — z)%,
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donde a;, b;, ¢; € R y k € sy, Entonces, existen ¢y,...,¢ € R — {0} para los
cuales f(r) = 1+ Ga® (1 — )" + ... + Ga®(1 — x) tiene todos sus ceros no

degenerados y por lo menos v en el intervalo (0,1).

Demostracion. Sea x un cero aislado de f que resulta un minimo local, entonces,
existe 0 > 0, tal que f > 0 en el entorno punteado B(z,d)* := B(x,d) — {z}. Asi,
por la continuidad de f, para todo € € IR, tal que

0 <e<min{f(x—20),f(x+0)},

existen o € [x — d,z] y B € [x,x + 0] ceros de f —e.
Algo similar ocurre si el cero aislado x es un maximo local. Aunque esta vez tomando

€ de la siguiente forma:

maz{f(x —90), f(x +0)} < e <O.

Si0<z <...<uz <1sonr ceros de f, sea ny (resp. 7_) el niimero estos ceros
que resultan minimos locales (resp. méximos locales ). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que 7, > 7_, ya que de lo contrario, simplemente multiplicando f
por —1 no modificamos el conjunto de soluciones y obtenemos lo que buscabamos.

Utilizando que el intervalo (0, 1) es abierto, existe
0<0<min{zy,1 —z,},

tal que, sii # j, Blz;,0]|NBlx;, ] =0, y si z; es uno de los ceros de f para los cuales
existe un entorno punteado donde f es positiva, B|x;,d|* es uno de esos entornos.

Dado z; uno de los ceros aislados de f que resultan minimos locales, como Bz, ]
estd contenida en (0, 1), sea:

ki :=min{f(z; =), f(x; +0)} > 0.
Y, dado z; uno de los ceros aislados de f que no es ni minimo, ni maximo local, sea:
k; == maz{f(x)/x € Blx;, ]} > 0.
Dado el real positivo k definido por:
k := min{k; / r; no es un maximo local de f },

47



por lo observado anteriormente, dado € € (0, k), para z; un minimo local de f, f —¢
tiene por lo menos dos ceros en Blz;, d]. Y, si ; no es un extremo local, f — e tiene

por lo menos un cero en B[z, d].
Asi, dado € € (0,k), f — € tiene por lo menos

20+ (r—n-—ng)=r+n.—n-=r
ceros en el intervalo (0, 1).

De la Proposicién 5 se desprende que existe € # 1 en (0, k) un valor regular de f.
Por lo tanto,

f—e=(1—¢€) —ciz™(1—2)" 4+ ... 4 cpa™ (1 — z)*
tiene todos sus ceros no degenerados y por lo menos, r en el intervalo (0, 1).
Entonces,

3 f—e¢ 1
= =1
/ 1—¢ +1—€

Ck
1—c¢

g (1 —2)" + ... + % (1 — z)%,

satisface los pedido.

Observacion 25 La aplicacion h: (0,1) — R~ definida por

1—x
h(z) = pr

es un C*®—difeomorfismo. Por lo tanto, dada F : IR~q — IR, el numero de ceros no

degenerados de F(u) en R~q coincide con el de F o h(z) en (0,1).

Demostracién. Esinmediato que h(x) es un C*—difeomorfismo con inversa h™*(y) =
1

Ty Y, la dltima afirmacion es corolario de la Proposiciéon 7.

Recordemos que un polinomio no nulo p (z) en Rlzy,...,z,| se dice homogéneo
de grado d si y solo si p (Axq,. .., z,) = Xp (21,...,2,).

Lema 26 Sea p € R[x1, z3] un polinomio homogéneo de grado d. Dados o, € IR
existe un polinomio homogéneo q € R[x1,xs|, idénticamente nulo o de grado d + 1
tal que L(z*(1 — z)p(z,1 —2)) = 2°7 (1 — 2)%q(z,1 — x).
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Demostracion. Veamos primero que si d > 1 entonces % es un polinomio ho-
k2

mogéneo de grado d — 1 o nulo.

JOp AT+ by Arg) — p(Arg, Axe) L p(Amy + ARy Ap) — p(Ary, Axg)
By N0 A2) = iy h = M -
- Np(xy 4+ hywy) = p(ey,x9)) 4y Op
= }L]_)n% A =\ 871‘1(.1'1,‘%2).
De la misma forma se muestra para x».
Comencemos ahora si con la demostracion del Lema.
i(aco“(l —2)p(z,1—2)) =
dl’ p 9 -
a—1 B—1 Ip Ip
=T (1—.’13') (Oé(l-ﬂ?)p(l’,1—$)—ﬁxp(l',1—1’)4‘.1'(1—%)(7(1‘,1—.1')—7(1',1—33)))
8331 8&:2
Unicamente hay que verificar que
(21, 73) = (aws — By )p(w1, 22) + w102 (1, 2) — 2P (1, 22))
q\Ty,T2): 2 1)P\T1, T2 128x1 1, L2 Oy 1, L2

es un polinomio homogéneo idénticamente nulo o de grado d+1, lo cual es inmediato
teniendo en cuenta que %(ml,xg) es nulo u homogéneo de grado d — 1 y p es
homogéneo de grado d.

Se desprende en forma inmediata de el Lema 26, que si p(x1,22) es un polinomio
homogéneo de grado d, dados o, f € IRy k € IN,

dk:

(1= )pla, 1 —w) = 2" H (1 - 2)Fgla, 1~ 2),
T

donde ¢(x1, x3) si no es nulo, es un polinomio homogéneo de grado d + k.

La siguiente Proposicion sera de suma importancia para la demostracién del Teorema
18.

Se puede observar que la demostracion de la Proposicién 27 es constructiva.

49



Proposicién 27 Sea f:(0,1) — R la aplicacion definida por:
flx) =1+ ca™ (1 —2)" + ... +ca™(1 — z),

donde a;, b;, c; € IR y k € IN>y, con r ceros.

Entonces, existe un polinomio q(x) en R[z| de grado a lo sumo 29 — 1, para algin

J <k, con por lo menos r — (27 — 1) ceros en (0, 1).
Demostracion. Por el Teorema de Rolle,
k
f(z) = Zcix’”_l(l — )" a1 — x) — bw),
i=1

tiene por lo menos r — 1 ceros.

Por lo tanto, si dividimos f’(z) por % (1 — z)?*~! (que no tiene ceros en (0, 1)),

obtenemos:
k—1
g1(x) = cplap(l — ) — bpx) + Z % (1 — x)b"_b’“ci(ai(l —x) — bix).
i=0

con por lo menos r —1 = r — (2! — 1) ceros. Es més, podemos observar que g; es de

la forma:
k-1

g1(@) = qraz, 1 —2) + Y e (1 —a)lig (2,1 - x),
i=1

donde g;1(x1,22) es homogéneo de grado 1 = 2! — 1.

Entonces si lo derivamos 2 veces, eliminamos por lo menos un monomio y, por el

Lema 26, el resultado es de la forma:
k—1
gl(x)=>" ph (] — )b 2 (1,1 — ),
i=1

donde ¢; (71, x2) € Rz, 22 es un polinomio homogéneo de grado 3 = 22 -1oen

su defecto nulo.

Si g{(x) es idénticamente nulo, entonces g; es un polinomio de grado a lo sumo
1 =2'"—1 con por lo menos r — 1 = r — (2! — 1) ceros, caso en el cual queda
demostrado el Teorema.

Si g{(z) no es idénticamente nulo, por el Teorema de Rolle, tiene por lo menos

r—3=r—(22—1) ceros.
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Dado que es no nulo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que g;_12 # 0.

br—1—bj—2

Asi, si dividimos ¢/ (z) por x®-17%"2(1 — ) obtenemos:

k—2

92(2) = qroro(z, 1 —2) + D> 2% 1 (1 — )" g (1 — ),
i=1

con por lo menos r — (22 — 1) ceros y ¢;» un polinomio homogéneo de grado a lo

sumo 22 — 1 o en su defecto nulo.

Observar que para k = 2, go(x) = qy2(z,1 — x), un polinomio de grado 22 — 1 con
r— (22 —1) ceros.

Construyamos g;+1 a partir de g;. Dado j < k, sea

k—j

95() == qeojrj(m, 1 —2) + > 2%(1 — 2)%q (x, 1 — z),
=1

con por lo menos r — (27 — 1) ceros, donde ¢s j(z1,29) € R[z1, 23], para 1 < s <
k — j + 1, son polinomios homogeneos de grado 2/ — 1 si no nulos. Entonces, por el

Lema 26, la derivada 2/ —ésima de g;, la cual la vamos a notar dg;, es de la forma

k—j , ,
dg; ==> ™ ¥ (1 - )5 g (z,1 — ),
i=1

donde g; j41(1,x2) es un polinomio homogéneo de grado 29 — 1427 =27t —1 o en
su defecto nulo. Observar también que eliminamos un sumando.

Si dg; es idénticamente nulo, podemos afirmar que g; es un polinomio de grado a lo

sumo 2/ — 1, caso en el cual queda demostrado el Teorema.

Si dg; no es idénticamente nulo, por el Teorema de Rolle, podemos asegurar que
tiene por lo menos por lo menos r — (27 — 1) — 2/ = r — (271 — 1) ceros.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que gj—; ;+1 #Z 0. Asi, si dividimos dyg;
por 2272 (1 — 2)%~2  obtenemos

k—(i+1) _
gi+1(2) = qr—jjri(z, 1 —x) + Z (1 — :B)BiQi,j-‘rl(xa 1—x),
i=1

con las caracteristicas que esperamos.

Por lo tanto, dado que g; tiene a lo sumo & monomios, y cada vez que pasamos de g; a

gj+1 eliminamos por lo menos uno, sucede alguna de las siguientes dos posibilidades:
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e Existe j < k, tal que g; es un polinomios de grado a lo sumo 27 — 1 con por lo

menos 2/ — 1 ceros.

e g.(z) es un polinomio homogéneo de grado 2*¥ — 1 con por lo menos 2% — 1

Ceros.

Observemos que la construcciéon de g;4; a partir de g; no es tunica, dado que la
eleccién del sumando que luego de las sucesivas derivadas se elimina es arbitraria.

Asi, el polinomios ¢(z) de grado 27 — 1 del enunciado de la Proposicién no sea tnico.

[m}

2.1.3 Algunas funciones ttiles

A continuacion se definen algunas aplicaciones y notaciones que seran utilizadas con

frecuencia en las demostraciones del Teorema 18 y los Lemas siguientes.

Para el caso particular en que
f(z) =1— Az*(1 — x)" — Ba“(1 — )%,

con r ceros en (0, 1), podemos observar, siguiendo el mismo razonamiento que en la

demostracion anterior, que

g(x) = —(c(l—2)—dx) + (1 — x)b_dg(—a(l — )+ bx),
g(z) = —(a(l—2z)+bxr) — (1 — x)bdi(—c(l — x) + dx),

tienen por lo menos 7 — 1 ceros en (0,1). Simplemente por ser el resultado de

multiplicar f’(z) por un monomios de la forma yz*(1 — x)”, con v # 0.

Notemos con N al minimo entre el nimero de ceros de g(z) y g(z) en (0,1). Asi
r—1<N,luegor <N + 1.

Por Rolle, podemos concluir que la derivada segunda de g y g tienen, cada una de

ellas, por lo menos r — 3 ceros en (0, 1), por lo tanto,
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B
gofw) = a1 ) () =

1*‘””)3 + (afc)[Qa(bfdJrl)+b(a7c+1)]<l;x>2 +

= fa(afc)(afc—l)(

+ (d—b)[a(b—d+1)+2b(afc+1)](

T

xx) b —d)b—d—1),

. A e -
ga(w) = B N1 = )PP (2) =

= —c(c—a)(c—a—l)(

+ (b—d)[c(d—b+1)+2d(c—a+1)]<

1—x

u >3 - (c_amc(d_l”rl)+d(c—a+1)](1;x)2 +

1—2x

)+ dd-b)d—b-1),

tienen por lo menos r — 3 ceros en (0, 1).

Observar que tanto go como g coinciden con la evaluacién en 1_73” de un polinomio
en una variable de grado a lo sumo 3, si no es nulo, con coeficientes en R|a, b, ¢, d].

Asi, utilizando la observacién 25, podemos concluir que P(u) y P(u), los polinomios
antes mencionados que corresponden respectivamente a go y a gs, tiene por lo menos

r — 3 ceros en IR~(. Expresemos en forma explicita tales polinomios:

P(u) = —ala—c)(a—c—1u* + (a—c)[2a(b—d+1)+bla—c+1u® +
+ (d="b)la(b—d+1)+2bla—c+Du + bb—d)(b—d—1),

P(u) = —clc—a)(c—a—1u* + (c—a)2c(d—b+1)+d(c—a+1)u* +
+ (b—d)e(d=b+1)+2d(c—a+1)ju + d(d—"0b)(d—b—1).

Llamaremos M al minimo entre el ntimero de ceros de P(u) y P(u) en Rsg. Con

lo cual, podemos observar que r — 3 < M, luego r < M + 3.

2.1.4 Una nueva cota a los sistemas de tipo (3,m)

En el siguiente Teorema consideramos sistemas de dos ecuaciones en dos variables,
donde la primer ecuacion esta dada por un trinomio y la segunda por un m—nomio
cualquiera. El objetivo de este ltimo resultado es bajar la cota que proporciona el
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Teorema de Khovanskii para el nimero de soluciones no degeneradas a este tipo de
sistemas.

Teorema 28 FEl nimero mdzimo de soluciones aisladas de sistemas de tipo (3, m),
conm > 3, es menor o iqual a 2™ —2 y coincide con el nimero mdximo de soluciones

no degeneradas de sistemas del mismo tipo.

Ademds, si la dimension del politopo de Newton del trinomio es 1, el sistema tiene

a lo sumo 2(m — 1) ceros aislados.

Demostracién. Sea fi(x1,22) = fo(21,22) = 0 un sistema esparso de dos ecua-
ciones en dos variables de tipo (3, m) con m > 3.

Si dim New(f;) = 1, entonces los exponentes de los 3 monomios de f; estan alinea-
dos. Asi, si dividimos a f; por alguno de sus monomios, no modificamos el conjunto
de ceros, y el resultado, el cual mediante un abuso de notacién lo llamaremos nue-

vamente fi, es de la forma:

_ ay b1 aai .aby
fi(zr,22) = 14+ caftagt + ey ag™,

con o € R — {0}.

Se puede observar que (aj,b;) es no nulo, de lo contrario, f; tendria un tnico
monomio.

Sea A en IR?*? una matriz inversible que verifica que:
(Cl,l, bl).At = (]_, 0)

Entonces, por la Proposicién 22, la aplicacién ¢4 : IR? — IR? definida por ¢4(x) =
x4, es un C*—difeomorfismo. Asi, utilizando la Proposicién 7 podemos afirmar que

el sistema
fropa-1(z1,22) = foo pa-1(x1,22) =0

tiene la misma cantidad de soluciones aisladas y no degeneradas que el sistema origi-
nal. Es més, podemos observar que este cambio de variables no altera el ntimero de
monomios de cada f;. Veamos como se modifica fi(x1,z5) luego de la composicion.

Dado que ¢4(z) := (x4, 2¢4"), podemos observar que:

fl o (bA(x) - 1 + leﬂal(el'At)Jjbl(eQ'At) + C2xaa1(el.At)$ab1(eg.At) _

= 14 cal@b)A o gelonb) A" —q 4o g (L0) ) g(@0),
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Con lo cual, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
fl(x17x2) =1 +cixy + CQ:,U?.

Si pensamos a f; como una funcién en una variable, por el Corolario 21, fi(z) tiene
a lo sumo dos ceros. Ademads, dado £ € IRy, f2(§, x2) depende tinicamente de x5 y
si tiene a lo sumo m monomios. Con lo cual, una vez mas, por el Corolario 21, el

ntimero de ceros aislados de f5(&, z3) es menor o igual a m — 1.
Asi, el sistema

fi(z1,29) = fo(wy,22) =0

tiene un numero finito de ceros aislados y no mayor a 2(m — 1).

Si dim Newt(f;) = 2, por el Lema 23, podemos suponer a los f; de la forma:

filz1,22) = 1—21 — 9,

a b Am—1 b —1
fo(zy,29) = 14 cafal?+ ...+ cpzy™ tay" .

Un punto (71, 29) € IR, es cero de f; siy solo si 23 =1 —z; con 21 € (0,1). Asi,
las soluciones del sistema esparso son de la forma (21,1 —z1) con z1 € (0,1) tal que
fo(z1,1 —21) = 0. Ademés, se puede observar que si (1,1 — x1) es un cero aislado
del sistema, entonces z; resulta un cero aislado de fo(x1,1 — x1). Asi, nos alcanza

con ver que fy(x1,1 — x1) tiene a lo sumo 2™ — 2 ceros en (0, 1).

Sir es el nimero de ceros de fo(zq,1—x1), por la Proposicién 27, existe un polinomio
q(x1) en IR[z1] de grado a lo sumo 27 — 1, para algiin 7 < m — 1, con por lo menos
r—(27—1) ceros en (0,1). Asi, g(x;) tiene a lo sumo 27 —1 ceros, y podemos concluir
quer — (2 —1) <2/ — 1. Con lo cual, r < 27Tt —2 < 2™ — 2,

Solo nos resta verificar que N(3,m) = N'(3,m), es decir, que el nimero méximo de

soluciones aisladas de sistemas de tipo (3,m) coincide con el de las no degeneradas.

Por la Proposiciéon 4, toda solucion no degenerada es aislada. Asi, resulta inmediato
que N'(3,m) < N(3,m). Verifiquemos la otra desigualdad.

Utilizando la Proposicion 24, podemos afirmar que mediante una permutacion apro-
piada de los coeficientes de f, obtenemos:

oz, 1 —x):=1—ciz™ (1 — Ly et (l— m=1,
folx,1—xz):=1—ca®(1—2)" +... + am=1(] — g)bm=1
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con todos sus ceros no degenerados y por lo menos r en el (0,1). Con lo cual, si
podemos mostrar que todo cero no degenerado de fo(x,1 —x) en (0,1) produce una

solucién (z,1 — z) no degenerada del sistema de tipo (3,m):

f1($1,$2) = l—21—22=0

~ a1 b ~ Am—1 _bm—1
fol(z1,20) = 1—cafag + ...+ Epzy™ 'yt =0,

podriamos concluir que r < N’(3,m). Y, como concecuencia, N(3,m) < N'(3,m).
Sea x un cero no degenerado de fo(z,1— ) en (0, 1), entonces la Matriz Diferencial
tiene rango maximal, o equivalentemente, la derivada no se anula en x. Utilizando

la Regla de la Cadena, podemos observar que:

d - _0fs Of B -1 -1
();«édxfg(x,l—x)—axl(x,l—x)—a@(av,l—x)-det(;;i gﬁ>(x7l x),

precisamente, el determinante de la Matriz Diferencial del sistema fi(z1,22) =
fa(x1, z5) en la solucién (z,1—x), con lo que damos por terminada la demostracién.

m}

A continuacién haremos la demostracion del Teorema 18 en la cual se utilizard

asiduamente las definiciones y notaciones de la seccién 2.1.3.

Demostracién del Teorema 18. El Contraejemplo de Haas a la conjetura de
Kushnirenko es precisamente un sistema de tipo (3, 3) con 5 soluciones no degenera-
das. Asi, se concluye que N(3,3) > 5. El contraejemplo de Haas estd desarrollado
en [5].

Con lo cual, nos resta solo verificar la otra desigualdad.

Sea fi(z1,22)) = fa(x1,x2) = 0 un sistema esparso de tipo (3, 3).

Si dim Newt(f;) < 1, por el Teorema 28, el sistema tiene a lo sumo 2(3 —1) =4
soluciones aisladas.

Si dim Newt(f;) = 2, por el Lema 23, sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que f; es de la siguiente forma:
f1($1,$2) =1—-x1 —zo.
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Es maés, si el sistema tiene alguna solucion en ]f{2>0, los coeficientes de los monomios

de f5 no pueden ser todos del mismo signo. Asi, si dividimos fy por el monomio con
coeficiente de signo distinto a los otros dos, no modificamos el conjunto de soluciones

del sistema, y el resultado, al que nuevamente notamos f,, tiene la siguiente forma:
foxy, 20) = 1 — Axtab — BaSad,

con A, B€IR.yyya,bcdéelR.

Sea r el numero de soluciones aisladas del sistema, que por el Teorema 28, no solo

es finito, sino menor o igual a 2% — 2 = 6.

De la misma forma que en la demostracion del Teorema 28, se puede observar que
(1, x2) es una solucién aislada del sistema en ]R2>0 si y solo si xo = 1 — x1, con

x1 € (0,1) un cero aislado de
f(@) = folx,1 —2) =1— A2°(1 — 2)® — Ba“(1 — z)".

Con lo cual, dado que uno tiene una correspondencia entre los ceros aislados de
f(x) en (0,1) y las soluciones aisladas del sistema fi(z1,22) = fa(x1,22) = 0 en el
cuadrante positivo, f(z) tiene r ceros aislados en (0,1) y nos alcanza con mostrar
que r < 5.

Sin pérdida de generalidad, utilizando el Lema 24, podemos suponer que f tiene

todos sus ceros no degenerados, luego aislados.

Por las observaciones y las funciones definidas en la seccion 2.1.3, podemos afirmar
que es suficiente mostrar que N <4 o M < 2. Donde N y M son precisamente los

valores introducidos en esa seccion.

Nuevamente, utilizando las definiciones de la seccion 2.1.3, si P es el polinomio nulo
entonces g resulta lineal. Con lo cual, N < 1, luego r < 2. Lo mismo ocurre con
P. Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que tanto P como P son

polinomios no nulos.

A continuacién vamos a verificar que 7 < 5 en cada uno de los casos que resulten
de suponer a los valores a, b, ¢ y d positivo, negativo o cero, utilizando fuertemente

que nos alcanza con ver que N <40 M < 2.

Si suponemos que los exponentes a, b, ¢ y d son todos no nulos, tenemos un total
de 22 = 16 casos posibles para analizar. Con lo cual, considerando el caso donde

alguno de los exponentes es nulo, resulta un total de 17 casos.
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En la siguiente lista se pueden observar los 17 casos antes mencionados, donde 9 de
ellos se encuentran entre llaves a la derecha de algunos items. Esto se debe a que
via una simetria se los puede reducir al caso del item en el que se encuentran, para
de este modo evitar repetir la gran cantidad de cuentas que requiere el analisis de
la mayoria de estos casos.

Con simetria nos referimos a un intercambio de x; por x,, o un intercambio del

segundo por el tercer monomio en fs.

Por ejemplo, el caso a,b,d > 0; ¢ < 0 sereduce a a,b,c > 0; d < 0 intercambiando

T por xs.

1) Al menos uno de los nimeros a, b, ¢, d es cero.

2) a,b,c>0,d<0 {a,b,d >0,¢<0;a,¢,d>0,b<0;bc,d>0,a<0}

3) a,c>0,b,d<0 {b,d>0, a,c <0}
4) a,b>0,¢,d<0 {a,b>0, ¢,d <0}
5) a,b,c,d >0
6) a,b,c,d <0

7)) a>0,bcd<0 {b>0,a,c,d<0;¢>0,a,bd<0;d>0,a,b,c<0}

8) a,d>0,b,c<0 {b,c >0, a,d <0}

Alguno de estos 8 casos, como antes mencionamos, requieren de una gran cantidad de

cuentas, es por eso que los analizaremos en los Lemas siguientes a esta demostracion.

1) Al menos uno de los valores a, b, ¢, d es cero:

Bajo estas condiciones el coeficiente de orden 3 0 0 de P o P es nulo, entonces,
por la Regla de los Signos de Descartes, P o P tiene a lo sumo dos raices en
R-y. Resultando de este modo M < 3.

2) a,b,c>0;d<0:

Dado que, por el Teorema 28, r resulta menor o igual a 6, nos alcanza con
verificar que 7 # 6.
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Se puede observar que:

lim f(z)=1 y lim f(x) = —o0,

z—0t r—1—

entonces, teniendo en cuenta que f tiene todos sus ceros no degenerados (sim-
ples), es inmediato observar que r debe ser un ntimero impar. Por lo tanto,

r # 6.
3) a,c>0;0b,d<0:

Nuevamente, por el mismo motivo que en la demostracion del item anterior,
nos alcanza con mostrar que r # 6. Es més, observemos que f se comporta

de la misma de las misma forma en los extremos de (0, 1):

lim f(z) =1 y lim f(z) = —o0.

a—0+ z—1-
Asi, r #6.
4) a,b>0; ¢, d<O0:
El analisis de este caso puede encontrarse en el Lema 29.
5) a,b,c,d > 0:
El analisis de este caso puede encontrarse en el Lema 30.
6) a,b,c,d < 0:

El analsis que se hace en este caso es exactamente el mismo que se hace para

el caso del {tem anterior.

7)) a>0;bcd<O0:

El anélisis de este caso puede ser encontrado en el Lema 31.

8) a,d>0;b,c<O0:

El analisis de este caso puede ser encontrado en el Lema 32.

Queda por lo tanto probado el Teorema 18.
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Para la demostracion de los Lemas 29, 30, 31 y 32, vamos a definir las siguientes
aplicaciones en el intervalo (0,1):

T(z) := gx“_c(l — ) (—a(l — 2) + bx), S(z) :==c— (c+d)x,
T(z) := ixc_a(l — )7 (—c(1 — 2) + dx), S(z):=a— (a+b)z.

Con el proposito de conseguir una lectura de las préximas demostraciones lo mas

simple posible, vamos a exhibir las derivadas de primer y segundo orden de Ty T.

T = %x“_c_l(l —2)"7 4 (—a(l — 2) + bx)((a — ¢)(1 — 2) — (b — d)x) + (a + b)z(1 — z))]

q(x)

T = %x‘kc*l(l —2)"7 9 g(x)((a—c— 1)1 —2) — (b—d — D) + z(1 — z)p(x)]

T = %x67“71(1 — )7 (=1 — x) + dz)((c — a)(1 — 2) — (d — b)x) + (c + d)z(1 — z))

q(z)

= Do (1= o) (e —a— )1~ 2) — (d b~ 1)) + (1 — 2)p(a)]

donde ¢(z), G(x), p(x) y p(z) son polinomios en x con coeficientes en IR[a, b, ¢, d].

En la demostracion de los Lemas que se enuncian a continuacién se utilizard con

frecuencia las observaciones y definiciones hechas en la seccién 2.1.3.

Dada h : (0,1) — IR una funcién arbitraria. Diremos que h es positiva (resp.
negativa) en 0 < x < 1 si existe 6 € (0,1) tal que h(xz) > 0 (resp. h(x) < 0) para
todo x en (0,4). En forma andloga se definen propiedades de h en 0 < z < 1.

Lema 29 Siguiendo las notaciones introducidas en la demostracion del Teorema
18. Sia,b>0 yc,d <0, entonces r < 5.

Demostracion. Supongamos que M = 3 y veamos que N < 4.

Si M = 3, tanto P(u) como P(u) tiene tres ceros reales positivos. Con lo cudl, por
la Regla de los Signos de Descartes, P y P deben ir alternando los signos de sus

coeficientes. Es mas, cabe observar que ningin coeficiente puede ser nulo.

60



Por lo tanto, los coeficientes de orden 3 y 0 de P, respectivamente —a(a—c)(a—c—1)
y b(b—d)(b—d—1), deben tener distinto signo. Asi, utilizando los datos de enunciado

que tenemos sobre a, b, ¢ y d, podemos asegurar que (a —c—1).(b—d —1) > 0.
e Si(a—c—1)y (b—d—1) son ambos negativos.

En estas condiciones, los coeficientes de P de orden 3 y 2 respectivamente, son ambos

positivos, como podemos observar:

—c(c—a)(c—a—1)>0, (c—a)2c(d—b+1)+d(c—a+1)] >0.

~ N S——_—— —— —_———— —_————

>0 <0 <0 <0 >0 >0
Absurdo.

e Si(a—c—1)y (b—d—1) son ambos positivos.

Sean 0 < 1 < ... < xy < 1, los N ceros de g(x) = T(x) — S(z). Asi, por el
Teorema de Rolle, para i € {1,..., N — 1}, existe ¢; € (z;,x;11) tal que 0 = ¢'(¢;) =
T'(¢;) — S'(¢;). Con lo cual, T'(¢;) = —(c+ d).

Nuevamente por Rolle, para i € {1,...,N — 2}, existe d; € (¢;,¢i11) tal que
T"(d;) = 0.

Supongamos, por el absurdo, que 7" no tiene mas ceros en (0, 1) y, con este propdsito,
analicemos el comportamiento de 77"y 7" en 0 < x < 1:

Utilizando las derivadas de primer y segundo orden de T, que se exhiben en la pagina
60, podemos afirmar que 7" y T" son negativas en 0 < = < 1.

Dado que T” no tiene més ceros que las d; y es negativa en 0 < x < 1, podemos
afirmar que 7" < 0 en (0,d;). Con lo cual, utilizando que 7" < 0 en 0 < z < 1,
resulta que 7" < 0 en (0,d;). Asi, como ¢; € (0,dy), 0 > T"(c;) = —(c+d) > 0.
Absurdo.

Entonces T” tiene por lo menos N — 1 ceros en (0,1).
=0

~~
Por lo tanto, dado que ¢ = T" — S”, ¢" tiene por lo menos N — 1 ceros. Asi, como

l—xz B c—a— —b N
P(—=) = G2 (1 - 0)" 7 (a),

P(*=%) tiene por lo menos N — 1 ceros en (0, 1). Entonces, por la Proposicién 25,

tenemos que el polinomio P(u), de grado 3, tiene por lo menos N — 1 raices en IR.
Con lo cual, N — 1 < 3 y por consiguiente N < 4 como buscdbamos.
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Lema 30 Siguiendo las notaciones introducidas en la demostracion del Teorema
18. Sia,b,c,d >0, entonces r < 5.

Demostracion. Supongamos que M = 3, entonces, por la Regla de los Signos de
Descartes, los coeficientes, tanto de P como de P, deben ir alternando sus Signos.
Con lo cual, los coeficientes de orden 3 y 0 de P, respectivamente, —a(a—c)(a—c—1)
y b(b —d)(b—d — 1), deben tener signos distintos. Asi,

(a—c)la—c—1).(b—d)(b—d—1)>0.

Teniendo en cuenta que si (a — ¢) < 0, entonces (a — ¢ — 1) < 0 (idem con (b — d)),
solo nos queda por analizar los siguientes 5 casos:

e Silos signos de (a—c¢), (a—c—1), (b—d) y (b—d— 1) son, respectivamente,
+ - 4 -

En estas condiciones los coeficientes de orden 3 y 2 de P son ambos positivos como

podemos ver:

—a(a—c)(a—c—1)>0, (a—c)2a(b—d+1)+bla—c+1)] >0.

~ N ——_—— ~—— —_—— —_———

<0 >0 <0 >0 >0 >0
Absurdo.

e Silos signos de (a—c¢), (a—c—1), (b—d) y (b—d— 1) son, respectivamente,
- - ++

Por ser (b—d) > 0, resulta que (d—b) < 0y (d—b—1) < 0. Entonces, d(d—b)(d—b—1),
el término independiente de P, es positivo. Por lo tanto, los coeficientes de orden 1
y 2 de P son, respectivamente, negativo y positivo. Asi,

cd=b+1)+2dc—a+1)<0 y 2¢(d=b+1)+dlc—a+1)>0
= —c(d—-b+1)—2d(c—a+1)>0y 2¢(d—b+1)+d(c—a+1)>0.

Entonces, si los sumamos, obtenemos:

0<cd—b+1)—dlc—a+1)<0.

<0 >0

Absurdo.
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e Silos signos de (a—c¢), (a—c—1), (b—d) y (b—d— 1) son, respectivamente,
++ -

Esto caso se analiza de la misma forma que el anterior.

Por ser (a —¢) > 0, tenemos que (¢ —a) < 0y (¢ —a —1) < 0. Entonces, el
coeficiente principal de P, precisamente —c(c — a)(c —a — 1), es negativo. Con lo
cual, los coeficientes de orden 1y 2 de P son, respectivamente, negativo y positivo.
Asi,

c(d=b+1)+2d(c—a+1)>0y 2¢(d=b+1)+d(lc—a+1)<0
= cd-b+1)+2dlc—a+1)>0y —2¢(d—b+1)—d(c—a+1)>0

Entonces, si los sumamos, obtenemos:

0<—c(d=b+1)+dlc—a+1)<O0.

>0 <0

Absurdo.

e Si(a—c),(a—c—1),(b—d)y (b—d—1) son todos negativos.
Una vez mas, por la Regla de los Signos de Descartes, los coeficientes de orden 3y 0
de P, respectivamente —c(c —a)(c—a—1) y d(d—b)(d — b — 1), deben tener signos
distintos. Con lo cual, podemos asegurar que (¢ —a —1).(d —b—1) > 0.

> Si(c—a—1)y (d—b—1) son ambos negativos.

Los coeficientes de orden 3 y 2 de P resultan negativos, como se puede observar:

—ala—c)(a—c—1) <0, (a—c)2a(b—d+1)+bla—c+1)] <0.
S~ Y——— S~—— —— ——
<0 <0 <0 >0 >0
Absurdo.

> Si(c—a—1)y (d—0b—1) son ambos positivos.
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Sean 0 < zy < ... <z, < 1,los k ceros de § = T'— S en (0,1). Observar que k < N,
donde N, recordemos, es el minimo entre el nimero de ceros de g y g.

Asi, por el Teorema de Rolle, para 1 < i < k — 1, existe ¢; € (x4, 7;41) tal que
0=g'(c;) = T'(c;) — S'(c;). Por lo tanto, T'(¢;) = —(a + b).

Una vez mas utilizando Rolle, podemos observar que, para 1 < ¢ < k — 1, existe
d; € (¢, cit1) tal que T”(di) = 0.

Dado que
T(z)<0en0<z <1 y lir61+T(x):(),
T(z)>0en0<z <1 y lir?if(a:)zo,

podemos asegurar que 7' tiene por lo menos un minimo y un maximo local. Con lo

cual, se definen los siguientes valores:

o = min{c € (0,1)/ ¢ es un miimo local de T},
3 = maz{c € (0,1)/ ¢ es un méximo local de T'}.

Supongamos por el absurdo que T” no tiene més ceros en (0,1).

Notar que o # x; para todo 4, ya que T"(a) = 0 # —(a + b) = T"(x;) (idem con 3).
Si a < 21, utilizando el calculo de la segunda derivada de T desarrollado en la pagina
60, se puede observar que 7"(z) < 0 en 0 < 2 < 1y, por ser & un minimo local y
T"(a) # 0 (o < x; < d; para todo i ), tenemos que T”(a) > 0. Entonces, por la
continuidad de T, existe dy € (0, ) tal que T"(do) = 0. Absurdo, ya que habiamos
supuesto que {dy, ..., d} eran los tnicos ceros de 7" en (0, 1).

Sia>x,comoT(z) <0enl0<z<1ly lim+ T(z) =0, si T(z1) > 0, podriamos
z—0
construirnos un minimo local mas chico que «, cosa que no puede ocurrir, entonces

Dado que T(x;) = S(z;), los puntos (x;, T(x;)) estan sobre la recta determinada por
S, una recta con pendiente negativa que contiene a (1, T(x1)), con T(a:l) < 0. Por
lo tanto, T'(zx) < 0.

Ahora, si recordamos T'(z) > 0en 0 < z < 1y linla_ T(z) = 0, entonces, usando que

T(z1) < 0, podemos afirmar que existe un maximo local a la derecha de . Asi,
T < ﬁ
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Como  es un méaximo local y T"(8) # 0, resulta que 7”(3) < 0. Con lo cual,
utilizando que T"(x) > 0 en 0 < = < 1, existe dj,1 en el intervalo (z,1) tal que

T"(dg+1) = 0. Absurdo.

Entonces 7" tiene por los menos k — 1 < N — 1 ceros en (0,1).

Por lo tanto, como

P(17%) = ga = (L —a)"P g (@) y T" = (§+ 5) = ¢,

podemos asegurar que P tiene por lo menos N —1 raices distintas en (0,1). Entonces,
como P(u) es un polinomio de grado 3 y u (=%) es un cambio de variable, ¢l
cual no modifica el nimero de ceros, N —1 < M = 3. Resultando asi que N < 4
como buscabamos.

e Si(a—c),(a—c—1),(b—d)y (b—d—1) son todos positivos.

Dado que M = 3, por la Regla de los Signos de Descartes, los coeficientes de orden
3y 0 de P, respectivamente —c(c—a)(c—a—1) y d(d—b)(d —b—1), deben alternar
sus signos. Entonces (¢ —a —1).(d—b—1) > 0.

Ahora,

(a—c)>0 = (c—a)<0 = (c—a—1)<0,
entonces (¢ —a — 1) y (d — b — 1) son ambos negativos.

La demostracién se completa de la misma forma que en el item anterior salvo que

ahora acotamos los ceros de ¢, y no los de g.

Lema 31 Siguiendo las notaciones introducidas en la demostracion del Teorema
18. Sia > 0; b,c,d <0 entonces r < 5.

Demostracién. Supongamos que M = 3. Entonces, por la Regla de los Signos de
Descartes, los coeficientes de orden 3y 0 de P(u), respectivamente —a(a—c)(a—c—1)
y b(b—d)(b—d—1), deben alternar sus signos. Con lo cual, (a—c—1)y (b—d)(b—d—1)
tienen signos distintos.

Si tenemos en cuenta que no es posible que (b—d) <0y (b—d—1) > 0, nos quedan

Unicamente por analizar los siguientes 3 casos:

65



e Si(a—c—1),(b—d)y (b—d—1) son todos negativos.

Los coeficientes de orden 3 y 2 de P son ambos positivos como se puede observar:

—c(c—a)(c—a—=1) y (c—a)2¢(d—b+1)+d(c—a+1)],
<0 <0 <0 >0 >0

Absurdo.
e Silos signos de (a—c—1), (b—d) y (b—d—1) son, respectivamente, — + +.

Dado que z7¢(1 — 2)7% no se anula en (0,1), f(x) y h(z), donde
h(z) =271 —2)%f(z) =27¢(1 —2)™% — A2*°(1 — 2)>¢ — B,
tienen el mismo conjunto de ceros en (0,1). Asi, h(z) tiene r ceros en (0, 1).

De la misma forma que se construyé P(u), para acotar los ceros de f(z) en (0,1),
vamos a contruir, a partir de A, un polinomios auxiliar Q(u) de grado a lo sumo 3,
con coeficientes en IR[a, b, ¢, d], con por lo menos r — 3 ceros en IR-.

Por el Teorema de Rolle,
w(z) = —c(l —2) +dr — Az*(1 —2)"((a —c)(1 —z) — (b —d)x),

tiene por lo menos r—1 ceros en (0, 1), simplemente por ser el resultado de multiplicar
h'(z) por (1 — )4+ el cual no se anula en (0, 1).

Mediante algunos célculos, se puede observar que £z~ '*(1 —z)* Pw"(z) = Q(2),
donde

Qu) = —ala—c)(a—1Du*+a[(a+1)(b—d)+2(b+1)(a—c)u*+
=b[(b+1)(a—c)+2(b—d)(a+c)Ju+bb—d)(b—1),

el cual, utilizando una vez mas Rolle y la observacién 25, tiene por lo menos r — 3

ceros en IRg.

Se puede observar que:

a—c—1<0 = a—1<e<0 = a—1<0,
b—d—1>0 = b—d>1>0 = b—d>0.
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Con lo cual, los coeficientes de orden 3 y 0 de (), respectivamente

—afla—c)la—1)>0 y bb—d)(b—1)>0,
>0 <0 >0 <0

tienen el mismo signo. Entonces, una vez més por la Regla de los Signos de Descartes,
@ tiene a lo sumo dos ceros reales positivas. Resultando asi que r —3 < 2. Entonces
r <35.

e Silos signos de (a—c—1), (b—d) y (b—d— 1) son, respectivamente, + + —.

Sean 0 < 77 < ... < 1 < 1 los ceros de g, con k < N. Entonces, utilizando el
Teorema de Rolle podemos afirmar que, para cada 1 < i < k—1, existe ¢; € (x;, Z;41)
tal que 0 = ¢'(¢;) =T"(¢;) — S'(¢;), y para cada 1 < j < k — 2, existe d; € (¢j,¢j11)
tal que 0 = ¢"(d;) = T"(d;).

Supongamos, por el absurdo, que 7" no tiene mas ceros en (0, 1),

Si observamos la derivada de T', la cual se exhibe en la pagina 60, podremos notar
que T7"(z) < 0en 0 < z < 1. Asi, 7"(z) < 0 en (0,d;), de lo contrario, por la
continuidad de 7", ésta tendria otro cero distinto de los d;. Por lo tanto, por ser
T'(x) <0en 0 <z < 1y loantes mencionado, tenemos que 7"(x) < 0 en (0,d;).
Con lo cual, dado que ¢; € (0,d,),

0>T(c;)=—(c+d)>0.

Absurdo.

Entonces T" tiene por lo menos k —1 < N — 1 ceros en (0,1). Por lo tanto, como

T" = g// y
l—x B c—a— d+2—
T ) = X 1(1 - ZE) 2 bg//(lt),

podemos afirmar que N —1 < 3. Y asi, N <4.

P

Lema 32 Siguiendo las notaciones introducidas en la demostracion del Teorema
18. Sia,d > 0; b,c <0 entonces r < 5.
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Demostracién. Supongamos que M = 3, entonces los coeficientes de orden 3 y 0
de P(u), respectivamente

ez —c=1) vy b - db-d-1).
<0 >0 <0 <0 <0

deben alternar sus signos, con lo cual, (a —c—1) < 0. Asi, dado que a >0y ¢ <0,
podemos afirmar que

(c—a—1)=(a—c—1)—2a+2c <0.
Entonces el coeficiente de orden 3 de P,

—c(c—a)(c—a—1),
S~ Y———
<0 <0

es positivo. Luego los coeficientes de orden 2 y 1, respectivamente

(w)[2c(d— b+1)+dlc—a+1)] y (U)[c(d—b+ 1) 4 2d(c —a+1)],

<0 <0

son negativo y positivo. Asi,

0 < 2¢(d—b+1)+d(c—a+1) — (c(d=b+1)+2d(c—a+1)) =

>0 <0

= \C/(d—b+1)—<¢l/(c—a+1)<0.

<0 >0 >0 >0

Absurdo.
Entonces M < 2.
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Capitulo 3

Sistemas trinomiales y politopos

de Newton

La Teoria de Politopos es una herramientas eficiente con la que cuenta el Algebra
para acotar el nimero de soluciones complejas de un sistemas de ecuaciones poli-
nomiales, junto a otras como la Resultante. Ahora bien, aunque en este caso no
muy utilizados, los politopos también pueden ser una opcion viable para enfrentarse
a la tarea de acotar el nimero de soluciones reales de un sistema de ecuaciones
polinomiales.

El objetivo de este capitulo es mostrar como, en el caso particular de los sistemas
trinomiales, los politopos pueden ser ttiles para obtener una cota mas fina que la
dada en el capitulo 2, para el conjunto de soluciones no degeneradas, de acuerdo a
ciertas condiciones de la suma de Minkowski de los politopos de Newton de cada

uno de los trinomios.

3.1 Geometria de Politopos

Un conjunto P C IR™ se dice convexo si contiene a todos los segmentos con ex-
tremos en dos puntos de P.

Como fue mencionado en la definicién 19, dado un conjunto S C IR™, llamaremos
capsula convexa de S al menor conjunto convexo que lo contiene. Usaremos la
notacién Conv(S) para denotar la cédpsula convexa de S. Como la interseccién
arbitraria de conjuntos convexos es un convexo, la existencia de Conv(S), queda

garantizada.
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Por definicién un politopo es la capsula convexa de un conjunto finito no vacio en
]R"fﬂ

En dimensiones bajas, los politopos son figuras geométricas conocidas:

e Un politopo en IR es un punto o un segmento.
e Un politopo en IR? es un punto, un segmento o un poligono convexo.

e Un politopo en IR? es un punto, un segmento, un poligono convexo incluido
en un plano o un poliedro convexo tridimensional.

Proposicién 33 Sea P el politopo definido como la capsula convexa del conjunto
finito S :={s1,...,s,} C R™. Entonces,

P = Conv(S) ={ is1+ ...+ X\usn /N >0, i A\ = 1}.
i=1

Una combinacion lineal de la forma Ai1s1 + ...+ A\ys,, donde \; >0y i A =1 se
i=1

dice una combinacion convexa.

Demostracién. Sea C := {\js1+...+ A8, / A >0, f: A; = 1}, entonces veamos
que C C Conv(95). -

Dado z € C, podemos suponer x 1= A\;S;, + ...+ A\;s;,, con A; > 0, Ek: AMi=1ly
1 <y <ip <...<ix <n. Probemos, inductivamente en k, que = € Colrzﬁj(S).
Sik=1,entonces \y =1lyx=s; €S C Conv(5).

En el caso general, por ser \; > 0 para todo i, obtenemos que

k
A A
1—)\122)\Z>0 = {L‘:/\182‘1+(1—/\1)(728i2+...+7k81‘k),
=2 1-— )\1 1-— )\1
donde, por hipédtesis inductiva, (lf—ilsig +...+ 1ii’;\lslk) € Conv(S), ya que 1:\3\1 >0

k

y > 1:\3\1 = 1. Entonces x = \1s;, + (1 — Ay)xq, con s;,, x1 € Conv(S) y A\ € (0,1).
i=2

De esta forma, = estd contenido en el segmento que tiene como extremos a s; y a

x1, concluyendo de este modo que z € Conv(S), y asi C C Conv(S5).

Es inmediato observar que S esta contenido en C, con lo cual, sélo nos resta mostrar

que C es convexo.
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Dados  := A\is1+...+ Apsp vy @' := Njs1+...+ N s, en C, veamos que el segmento
que generan también estd contenido en C. Sea « € [0, 1], entonces

n

ar+ (1 —a)r’ = aks;+ Y (L —a)Ns; =D (ki + (1 — a)\)s;.

=1 =1 =1

Por lo tanto, ax + (1 — a)z’ = i 0;s; € C, donde
i=1

Bi=(aN+(1—a)A\)>0 con Y fi=ad N+(1l—-a)d N =a+l-a=1
— i=1 i=1 i=1

>0

Asi, C es convexo y Conv(S) =C.

En los politopos se distinguen unos subconjuntos especiales, sus caras, que son, por
ejemplo para un poligono en IR?, sus lados y sus vértices. En general:

Definicién 34 Dado P = Conv(S) C IR™ un politopo, y v un vector no nulo en

m
R™. Sea ap(v) := min{z.v}, donde z.v =Y z;v;.
zeP i=1

La cara de P determinada por v es el conjunto
P, ={xeP/zv=ap(v)}

El conjunto {x € R™ : z.v = ap(v)} se llama un hiperplano soporte de P, con

normal interior v (ver figura 3).

En la definicion, ap(v) se introdujo como un minimo. Mostremos que efectivamente
dicho minimo existe. Es mas, podemos asegurar que tal minimo es alcanzado en

alguno de los s; € S:

Sea s;, € S tal que s;,.v = min s;.v, entonces, S estd contenida en el semiespacio

1,...,n

Ei, ={rx € R™ / z.v > s;,.v}, claramente un conjunto convexo.

Por lo tanto, utilizando que la interseccion de convexos resulta convexa, obtenemos
que E;, NP contiene a S y es convexo, de este modo, E;, NP = P, por estar definido
P como el mas chico con esta propiedad. Concluimos, como estabamos buscando,

que z.v > s;,.v para todo x en P.
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T U U I S

normales
interiores

figura 3. Normales interiores e hiperplanos soporte.

Dado un politopo P en IR™, definiremos la dimension de P como la dimensién del

menor espacio afin que lo contiene.

Proposicién 35 La cara P, de un politopo P = Conv(S) C IR™ determinada por
v e IR™ —0 es el politopo

P, =Conv({s € S/sv=ap)}),

con dimension estrictamente menor que m.

Demostracién. Sea P, := {x € P /xz.v = ap(v)} la cara de P determinada por v.

En la pagina 71 se mostré que existe so € S tal que so.v = ap(v), de esta manera

tenemos asegurado que el conjunto {s € S/ s.v = ap(v)} es distinto de vacio.
Sin pérdida de generalidad, si S = {s1,...,s,}, sea {s € S/sw = ap(v)} =
{s1,82,...,8} (para algin k < n). Queremos probar que

C:=Conv({s1,...,s,}) = P,.
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k
Por la Proposicion 33, un punto z pertenece a C si y solo si x = Y \;s;, una
i=1

combinacion convexa, por lo tanto,

reP y rv =Y N(spv)= ;)\iap(y) = ap(v) Z)\i = ap(v),

=1

entonces x pertenece a P, y C C P,.

Sea x en P,. Utilizando su escritura como combinacién convexa de los elementos de
S obtenemos:

k n
ap(v) =zv=> Nap(v)+ Y. A(s;v), con s;.v > ap(v)para j >k + 1.
i=1 j=k+1

k—1 n
Definiendo z/ := Zl Aisi + (X2 Aj)sk, que pertenece a C C P, por ser una combi-
1=

j=k
nacién convexa de {si,..., S}, se satisface que z’.v = ap(v). Asi,
n n
0=ap(v) —ap(v) =azwv—2'v= Y N(sjv—sv)= Y N(sjv—apv)),
j=k+1 j=k+1 T >

>0
de esta manera, resulta que \; = 0 para todo j > k + 1 y como consecuencia x
pertenece a C.

Claramente, P, tiene dimension estrictamente menor que m por estar contenido en
la variedad afin {x € R™ /z.v = ap(v)}, que tiene dimensién m — 1.

Podemos observar facilmente, de la definiciéon de cara, que un politopo en IR™ de
dimensién menor que m puede ser una cara de si mismo, simplemente tomando a v

como una normal de una variedad afin de codimensién 1 que contenga a P.

Ya que toda cara de P es un politopo, llamaremos vértices a las caras de dimensién
0 y facetas a las caras de dimension d — 1, donde d es la dimensién de P.

Definicién 36 Sean Py, ..., P, politopos en R™, definimos la suma de Minkowski
de los P;, como
Pit...+Po={p+...+p / pi € P},

donde py + ...+ p, representa la suma usual de vectores en IR™.
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Como ejemplo, si P := Conv{(0,2),(1,3),(2,0)} y Q := Conv{(0,0),(1,2),(3,2),(1,0)}
son politopos en IR?, la suma de Minkowski P + Q es el heptdgono convexo con
vértices (0,2),(1,4),(2,5),(4,5),(5,2),(3,0) y (2,0), como puede observarse en la

figura 4.

figura 4. Suma de Minkowski de P y Q.

Proposicién 37 Sean Py, ..., P, politopos en R™, y sea P = P1+...+ P, su suma
de Minkowski. Entonces, dado v € R™ — {0}, se verifican las siguientes igualdades:

ap(v) =ap, (V) + ...+ ap (V) Yy P,=(P1)y+ ...+ (Pr).

Demostracion. Dado que P es la suma de Minkowski de los P;, un punto x
pertenece a P si y solo si se puede escribir como una suma z; + ... + x,, con
xr; en P;.

Por lo tanto,

min {z.v} = L {viv+.. .z} = min {vv}+... + in {zg.v},

entonces, por definiciéon, podemos asegurar que

ap(v) =ap, (V) + ...+ ap,(v),
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terminando asi con la demostracion de la primer igualdad.
Ya que z;.v > ap,(v) para todo z; en P;con 1 < i < k,dado x =x;... +x; € P,

se verifican las siguientes equivalencias:

k

k k
zv=ap(v) Y ziv=> ap,(v) & > x;.v—ap,(v) z;.v=ap,(v), Vi

i >1 i>1 i=1
> > % >0

Concluimos de esta manera que P, = (P1), + ...+ (Pi),. o

Los resultados que a continuacién se exhiben son Corolarios inmediatos de la Proposiciéon
37, pero muy ttiles a la hora de trabajar con las caras del politopo suma, es por
este motivo que los desarrollamos.

Corolario 38 Sean Py,..., P, politopos en R™, y sea P =Py + ...+ P, su suma
de Minkowski. Entonces toda cara C de P puede ser expresada como la suma de
Minkowski,

C=C+...+C,,
donde cada C; es una cara de P;.

Demostracion. Dada C una cara de P, sea v la normal interior que la define, es
decir, aquella que verifica que:

C=P,={zeP/av=ap)}

Entonces, por la Proposicién 37, P, = (P1), + ... + (Px)., donde, por definicién,
(P;), es una cara de P;.

Corolario 39 Sean Py,..., Py politopos en IR™ tal que P, su suma de Minkowskz,
tiene dimension m. Dado v un vector no nulo en IR™, se pueden observar los si-

quientes dos resultados:

1. P, = (P1)y+ ...+ (Pr), es una cara de dimension 0 de P si y solo si (P;),
es una cara de dimension 0 de P; para todo 1 <1 < k.
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2. Si para algin i, (P;), es una cara de P; de dimension m — 1, entonces P, =
(P1), + ...+ (Pr), es una faceta de P.

Demostracion. 1. Observemos que si un politopo Q tiene un nimero finito de
elementos, entonces consiste en un solo punto (pues si tuviese dos elementos, con-

tendria todo el segmento que los tiene por extremos) y por lo tanto tiene dimensién
0.

Asi, nos alcanza con ver que, P, = (P1), + ...+ (Pg), es finito si y solo si (P;), es

finito para todo 7, lo cual es inmediato.

2. Supongamos, sin pérdida de generalidad que (P;), es una cara de P; de dimensién

m — 1, entonces existen yi, Yo, . .., Ym en (Py),, verificando que yo — Y1, ..., Ym — U1
son linealmente independientes en IR™. Ahora, por ser (Ps),,. .., (Pk), no vacios,
existen respectivamente s, ..., 2, en (Pa),,. .., (Py),, entonces,
k k k
S1 =11 +Z$z’, S92 1= Yo +Z$i; cee 5 8m = ?Jm+z$i7
=2 =2 =2
son m puntos en P, tal que sy—sy, ..., sp—s1 son vectores linealmente independientes

en IR™. En consecuencia, toda variedad afin que los contenga debe tener dimension
no inferior a m — 1. Asi que m — 1 < dim(P,) < m implica que P, es una faceta de

P.

Dados un politopo P € IR™ y un vector no nulo v en IR™, tenemos determinada una
Unica cara P, de P, ahora bien, no es cierto, que dada un cara tengamos determinado
un unico vector no nulo que la define, aunque le demos a éste la condicion extra de
estar normalizado, como puede observarse en los vértices (caras de dimesion 0) de
un politopo en el plano.

Observemos que ocurre si hacemos este analisis con las caras de dimensiéon m — 1.

Proposicién 40 Sea C una cara de dimension m — 1 de un politopo P en IR™.
Entonces, existe un unico vector v C IR™ de norma 1 tal que C = P, salvo en el
caso en que P tenga dimension m — 1, el cual verifica que C = P y existen dos
vectores de norma 1 para los cuales C = P, uno inverso aditivo del otro.
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Demostracion. Dado que C tiene dimensién m — 1, o equivalentemente de codi-
mensién 1, existe un vector normalizado (de norma 1) v en IR™, tal que C estd
contenida en el hiperplano soporte {x € R™ /z.v = ap(v)}, es més, cualquier vec-
tor con esta propiedad es un multiplo no nulo de v. Por lo tanto, con la condicién
adicional de estar normalizados, los tnicos p € R™ tal que C = P, son vy —v.
Dado que C C {z € R™ /z.v = ap(v)}, es inmediato que P, = C. Ahora bien,
—v define a C si y solo si el hiperplano soporte de P con normal interior —v coin-
cide con el de normal interior v, dado que C = P, y C tiene codimensién 1, o
equivalentemente, —ap(—v) = ap(v).

Por lo tanto,

min {zv} =ap(v) = —ap(—v) = — min {—zv}= maz {z.v},

con lo cual, P esta contenido en el hiperplano soporte con normal interior v (o bien
—v) y coincide con C, con dimensiéon m — 1. Ver figura 5.

figura 5. Normales de politopos de dimensiones dos y uno.

Proposicién 41 Sean A := (a;;)1<ij<m € R™™ una matriz inversible, un vector
beR™ yp:R™ — R™ el isomorfismo definido por p(x) = v A" + b.
Entonces, dado P := Conv(S) un politopo en R™, p(P) es el politopo Conv(p(S))
en R™ y tiene la misma cantidad de caras de cada dimension que P.
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Demostracién. Veamos primero que Q := ¢(P) es un politopo en IR™.

Sea S = {s1,...,s,} C R™ tal que P := Conv(S). Probemos que Q = Conv(¢(S5)).
Por la Proposicién 33, un punto x pertenece a C'onv(S) si y solo si x es una combi-
nacién convexa de los elementos de S. Por lo tanto,

yeQ:=¢(P) & y=¢(z%si)v conA 20y ) A=l

1=1

M:

Nisi. AN 4+ b, con \; >0y Z)\ =1l&

1 =1

Aisi AL+ Z)‘ib’ con \; >0y Z)‘i =1

i=1 i=1

Aip(si), con Ay >0y Y N =14y e Conv(p(S)).

1 i=1

<Y

(.

3
N
'Mﬁﬁ

s
Il
—_

§
i
M:

.
Il

Sea P, la cara de P determinada por v. Por lo tanto, utilizando la Proposicion 35,
podemos afirmar que P, = Conv({s € S /s.v = ap(v)}) y, sin pérdida de generali-
dad, suponer que P, = Conv({s1, ..., sr}). Probemos que Conv({¢(s1),...,¢(sk)})
es la cara de Q determinada por u := (A")~'.v y que tiene la misma dimensién que
P, :

Dado y € Q, existe x € P tal que y = () y, por lo tanto, para 1 < i < k, se tiene:

yp =) (A) = (. A+ b).(A) v =z +b.(A) Ty >
> ;v + b.(A) Ly = (5. A+ 0).(AY) L = o(si) ..

Se concluye por la Proposicién 35. Ademads, por ser ¢ un isomorfismo, las dimen-

siones coiciden. La biyeccion entre caras de misma dimensién sigue del mismo hecho.

[m}

3.2 Teorema de Rolle para variedades 1-dimen-

sionales en el plano

Recordemos que C es una variedad 1-dimensional en IR? si es localmente C™-
difeomorfa a un abierto de IR, es decir, para cada xy € C existe un C'*°-difeomorfismo

© = (p1,p2) : (a,b) — U, con inversa C'*° también, donde (a,b) es un intervalo

78



abierto en IR y U es un entorno abierto de xy en C. El difeomorfismo ¢ se llama
una parametrizacion local de C alrededor de xy.

Definicién 42 Sea C una variedad 1-dimensional. Se dice que xoy € C es un punto
de tangencia vertical de C si existe una parametrizacion local ¢ = (1, @) de C
alrededor de xy tal que si p(ty) = xg, entonces ¢’ (ty) = 0.

Notar que por ser ¢ un difeomorfismo, si ¢ (tg) = 0, entonces ¢4 (ty) # 0.

Observaciéon Ser un punto de tangencia vertical no depende de la parametrizacion
local:

Si 9 : (¢,d) — V es otra parametrizacién local alrededor de xq tal que ¥(sg) = o,
sin pérdida de generalidad podemos asumir U = V. Por lo tanto, si definimos
h:=¢ o (c,d) — (a,b) es un C*-difeomorfismo con h(sg) = to. Asi, ) = poh

y
U () = L (R(0)I (t).

Luego, como ¢/ (tg) = 0, se concluye que ¢} (s¢) = 0 también.

Definicién 43 Sea C una variedad 1-dimensional. Se dice que xo € C es un punto
de inflexién de C si existe una parametrizacion local, p = (1, p2), de C alrededor

de xq tal que si p(tg) = xg, entonces @y (t)p|(t) — ph(t)P](t) cambia de signo en ty.

Observacién Ser un punto de inflexion no depende de la parametrizacion local:

Si ¢ : (¢,d) — V es otra parametrizacién local alrededor de xq tal que ¥(sg) = o,
como en la observacién anterior sea ¢y =@ oh y

1(t) = GU(h(O)R' () + L (OB (), wy(t) = L5 ()N (1) + @) ()R (2).
Por lo tanto
5 ()L (1) — U ()9 (1) = [ (h(1)) @i (h(1)) = @5 (h(1))@] (h(E)IN (1)°.

Como h es continua y biyectiva, es estrictamente monétona, y h'(t) > 0 o h'(t) <0

alrededor de s, siendo nula eventualmente solo en sy. Asi, las expresiones

2 (s)n(s) = a(s)vi(s) v @3(t)@i(t) — wa(t)ef(t)
tienen el mismo comportamiento en cuanto a cambios de signo alrededor de sq y .
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Observemos que si C es localmente el gréifico de una funcién C*; es decir, ¢(t) :=
(t,g(t)) con g : (a,b) — IR una aplicacién C*°, entonces la nocién definida de punto
de inflexién coincide con la nocién usual, pues zp := (tp) es un punto de inflexién

de C si y solo si ¢”(t) cambia de signo en t.

Lema 44 Sea C C IR? una variedad 1-dimensional conexa y no compacta con V
puntos de tangencia vertical, e I puntos de inflexion que no son puntos de tangencia
vertical. Entonces, dada una recta arbitraria I. C IR?, la cantidad de componentes
conezas de ILNC estd acotada superiormente por I +V + 2.

Demostracién. Dada la recta genérica IL := {(21,25) € IR? / vox; — vi29 = a},

probemos en un primer paso que si
X ={xeC/T.(C)={A(v,v) : A€ R} }

la cantidad de componentes conexas de IL N C es menor o igual que la cantidad de
componentes conexas de X més uno.

Dado que las componentes conexas de IL N C son intervalos en la recta IL, tiene
sentido considerar componentes conexas consecutivas de ILNC. Vamos a probar que
dos componentes consecutivas de IL N C definen al menos una componente conexa
de X en forma inyectiva, lo que implica inmediatamente la afirmacién anterior.
Sean C; y Cy dos componentes conexas consecutivas de ILNC y sean x € C; e y € Cs.
Definimos z € X — IL de la siguiente manera:

Sea ¢ : R — C el difeomorfismo del Teorema de clasificacion de variedades conexas 1-
dimensionales. Siz = p(t1) e y = p(t2) con t; < tg, sea n(t) := vopy(t) —vi1pa(t) —a.
La aplicacién n se anula sobre t; y to pero no en todo (t1,t) (pues x e y no estén en
la misma componente conexa). Por el Teorema de Rolle, existe ty € (t1,t2) tal que

n(to) # 0 y 1'(to) = v2i' (to) — vigps(to) = 0.

Por lo tanto z := ¢(to) verifica que z € C — L y T,(C) = { v, A € R}. Asi, z € X.
Sea ahora X' la componente conexa de X a la cual pertenece z. Por el Teorema del

valor medio, y dado que z & I, existen t] € (t1,t9) y th € (to,t2) tales que

il 77(150) I\ 77(750)
77<tl>—f:0_2‘:1§éo ’ n(t2>—_t2—t0§£0

Asi, si 2= (1)) y 2" := (1)), se tiene que 2/, 2” € C— X. Por lo tanto z = ¢(ty) €
o(t),t5) implica @~ (X') C (¢),t}), luego X' C p(t},t5) que es abierto en C por ser

o~ ! continua.
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Finalmente, como ¢ es una parametrizacion global de C, es inmediato deducir que
la componente conexa X' de z € X queda desconectada de la componente conexa
de otro punto de X construido de la misma forma a partir de otras dos componentes

conexas consecutivas de IL N C.

Probemos ahora que dado v € IR — {0}, la cantidad de componentes conexas del
conjunto X definido previamente estd acotado por I +V + 1.

Si v = (0,v9) con vo € IR — {0}, X estd formado precisamente por los puntos de
tangencia vertical, un conjunto con V' componentes conexas.

Sea entonces v # (0,v7). Analicemos primero el caso donde C no tiene puntos de

tangencia vertical, es decir V' = 0. Se define

0:R— (—7n/2,7/2) , tr arctg(zjgg).

Es inmediato verificar que 0(t) define el dngulo entre el eje de abcisas y la recta
tangente a C en p(t).
Sia€ (—m/2,m/2) es el angulo entre el eje de las abcisas y la recta generada por v

(que no es una recta vertical), observemos que X coincide con el conjunto ¢(67!(a)).

Dado que C no tiene puntos de tangencia vertical, ¢/ (t) # 0 para todo t € IR, y por

lo tanto la funcién 0 es C' con derivada

U I (A DA U] |
Ozl ) T g

Se desprende que 0’ cambia de signo en ¢, para algin ¢ en IR si y solo si ¢(t) es un

punto de inflexién de C. Sean t; < ... < t; las preimédgenes por ¢ de los I puntos
de inflexion de C, y notemos ty := —o0,t;;1 = +00. Entonces 6 es mondtona sobre
los intervalos (t;,t;41), 0 <i < 1.

Ahora, sea a € (—m/2,7/2) el angulo entre el eje de las abcisas y la recta generada
por v. Como 6 es monétona y continua sobre (;, t;,1), los conjuntos 8~ ()N (t;, ti11)

(0 07 () N [t;,t:41] para 1 <4 < T — 1) tienen a lo sumo una componente conexa.
Asi,

07 (o) = (07" (a) N (to, 1)) U U( ) O [tistia]) U (071 (@) N (1, tr41))

tiene a lo sumo I + 1 componentes conexas. Finalmente, p(0~!(a)) tiene a lo sumo

I + 1 componentes conexas por ser ¢ continua,.
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Si ahora C tiene V puntos de tangencia vertical, sean —oco < s1 < ... < sy < 400
sus preimagenes por . Entonces, las variedades conexas 1-dimensionales Cy, . .., Cy,
definidas por:

Co := p(—00,81), C1:=p(s1,52), .., Cy_1:=p(sv_1,sv), Cy := @(sy, +0)

v
tienen respectivamente Iy, Iy e I, puntos de inflexion, donde >~ I = I, y ningun
k=0
punto de tangencia vertical, por lo tanto, por lo demostrado anteriormente, resulta
que Cy N (0~ (a)) tiene a lo sumo I}, + 1 componentes conexas. Dado que para

1<k<V, s & o0 '(a)) pues s; es punto de tangencia vertical, la cantidad de
1%

componentes conexas de p(0~1(a)) estd acotada por (I, +1) =T+ V + 1.
k=0

En la figura 6 se pueden observar tres variedades unidimensionales, cortadas por
una recta, con I puntos de inflexién y V puntos de tangencia vertical, notados por
el par ordenado (,V).

0.0) 5.3)

(1.4)

figura 6.

Lema 45 Sea f : IR%r — R una aplicacion C* tal que 0 € VR(f).
Si z es un punto de inflexion en la variedad unidimensional Z := f~*{0}, entonces

2 2
f(2) = 0y [03f.(0af ) — 2010of. 00 f. Oof + O2£.(01f) )(2) = 0, donde O;f = 2L
En particular, si f(x,y) =1+ cia®y® + ... + cpx®ybm, el anterior polinomio en
derivadas parciales es, salvo un maultiplo por un monomio en los x%, un polinomio

homogéneo ciibico en los Ty := c;x%y".
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Demostracién. Sea z un punto de inflexiéon en Z y Z, la componente conexa de
Z que lo contiene. Entonces, por el Teorema de Clasificacién de variedades conexas
1-dimensionales, existe ¢ = (¢1,p2) : R — Z; un C*°-difeomorfismo que, por ser z
un punto de inflexion, satisface que ¢f ()] (t) — ©h(t)p7(t) cambia de signo en t,
donde ¢(ty) = z.

La composicion f o ¢ : IR — IR es idénticamente nula, por lo tanto, sus derivadas
de primer y segundo orden se anulan en (0,1) y en particular en tg, resultando asi
que:

OLf(2).¢)(to) + 02 f (2).05(t0) = 0, (3.2)

01 f(2)-(£1(t))* + 20102 (2)-4 (o) (to) + 95 £ (2). (D5 (t0))*+
+01f(2).¢1(to) + 02f (2).¢3(to) = 0. (3.3)

Dado que z es un punto de inflexién de Z, ¢5(to)¢](to) — ©5(to0)¥] (to) = 0, dicho
de otro modo, el vector (4 (ty), —¢7(to)) es ortogonal a (¢ (to), ¥h(to)) v, por (3.2),
(1 f(2),02f(z)) verifica la misma propiedad. De esta forma, existe A € IR tal que:

A1 f(2) = ¢ (to) y Ao f(2) = = (to),

de donde facilmente se desprende que la suma de los dos tltimos términos de (3.3)
es cero.

Para terminar con la demostracion de la primer afirmacion del Lema, por ser
(—02f(2),01f(2)) no nulo (z es un punto regular de f) y (¢)(to), ¥5to), ortogo-
nal a (01 f(z),02f(z)), existe @ € IR no nulo (ya que de lo contrario ¢ no serfa un

C*-difeomorfismo), tal que:

—adx f(z) = ¢1(to) y adi f(z) = gy(to).

Entonces, simplemente reemplazando esto en (3.3) obtenemos lo que se anunciaba

en el Lema.

Observemos que solo se utilizé que ¢4 (1)) (t) — @h(t)p7(t) se anula en ty y no que

cambia de signo.

Si f(z,y) = 1+ 3 %y, veamos que el polinomio en derivadas parciales del
i=1

enunciado del Lema es homogéneo ctibico en los S; := ¢;z%y%, salvo por un monomio
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en z e y. Es mas, cada uno de los tres términos del polinomio es un producto de
tres homogéneos lineales, multiplicado por x =2y 2.

Mostremos esto para el primer término:

2w Ouf (2.0 = (L eionles — D). (L ebaty 1)’ =
i=1 1=1
= x_2y_2<§:ciai(ai - 1)31)(§:clb251)2
i=1 =1

De la misma forma se muestra para los otros dos términos.

Observacién 46 Si f : lRi — R con f(x,y) =1+ ciz®y” + cox?y™ entonces el

polinomio en derivadas parciales del Lema anterior es:

[—albl.(al + bl)]T% + [—2@161(@2 + by + agbz) + agb%(ag — 1) + a%bg(bQ — 1)].T%T2 +
+ [—2@262(@1 + b1 + albl) + alb%(al — 1) + bla%(bl — 1)].T1T% + [—agbg(ag + bz)].Tg,

multiplicado por el monomio xy, donde, recordemos, Ty = c;x% 1.

3.3 Clasificacion de los sistemas trinomiales segiin

su politopo de Newton

En esta dltima seccion, vamos a relacionar los politopos, desarrollados en la seccion
3.1, con el Teorema de Rolle para variedades unidimensionales, para bajar la cota,
dada en Capitulo anterior, de los sistemas trinomiales; segin la cantidad de caras
del poligono que resulte de la suma de Minkowski de los politopos de Newton de
cada f; del sistema.

Veamos algunas propiedades de los politopos en el plano que nos seran ttiles para

trabajar con los sistemas trinomiales.

Proposicién 47 Sean Py y P, politopos en IR? con dimensién mayor que cero, tal

que su suma de Minkowski, Q := Py + Po, tiene dimension 2.

Entonces, tenemos una correspondencia biunivoca entre las facetas de Q y los vec-

tores v de norma 1 en el plano que definen una cara de dimension 1 de Py o Ps.
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Demostracion. Esta Proposicion podria decirse que es un caso particular del Coro-
lario 39. Dado que para toda faceta C de Q existe un tnico vector normalizado v
tal que C = Q,,, por ser éstas la intersecciéon de un hiperplano con un politopo de
dimension 2, nos alcanza con ver que un vector v de norma 1 define una faceta de
Q si y solo si define una cara de dimension 1 de P; o Py. Ahora, si v no define una
cara de dimensién 1 de P; o Pa, entonces (Py), y (P2), son caras de dimension 0,
por lo tanto, por el Corolario 39 1., Q, es un punto y no una faceta. Y si (Py), o
(P2), es un politopo de dimensién 1, por el Corolario 39 2., Q, es una faceta, para

terminar con la demostracién de la Proposicion.

Para la demostracién del siguiente Lema no es necesario que 0 sea un valor regular
de f. Esa propiedad adicional es pedida tinicamente para que Z sea una variedad.

Proposicién 48 Sea f : ]RZ>0 — R el siguiente trinomio:

b
fzy,z0) = cafralt + cor2al? + can(sal?,

tal que el cero es un valor reqular con preimagen no vacia. Entonces, si Newt(f) es

un tridngulo, la variedad Z := f~(0) tiene una componente conexa, que resulta no

compacta.

Demostracién. Dado que f~1(0) # 0, los coeficientes ¢; no pueden ser todos del
mismo signo. Asi, sin pérdidad de generalidad, podemos suponer que el signo de ¢;
es distinto del de los otros dos.

al $2_b2

Dado que éxf no se anula en el cuadrante positivo,

1
Flanm) = gt (o, ma) = L Zaf a4 St
1

tiene el mismo conjunto de ceros de f. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que f es de la forma:

flxy,29) = 1 — cratal — coatad,
donde ¢, ¢ € Roo. Es més, dado que Newt(f) es un tridngulo, (a,b) y (c,d)
resultan linealmente independientes. Asi, sea A € IR?*? la matriz inversible que

verifica:

(a,0).A = (1,0) vy (c,d).A'=(0,1).
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Por lo tanto, el C"*°—difeomorfismo ¢4 : 1R2>0 — ]R2>O definido en la Proposicién 22
por:

¢A(m) = ‘,'UA7 dOIlde ,Z'A g (mel'At’xelAt)’

verifica que f o h(xy,22) =1 — 121 — coa.

Con lo cual, dado que (f o h)7}(0) = h~!(Z), utilizando la Proposicién 8, pode-
mos afirmar que Z tiene igual nimero de componentes conexas compactas y no
compactas que el segmento de recta

{(21,22) € RZ, /1 — 121 — oy = 0}.

El cual, es inmediato observar, es un conexo no compacto.

Teorema 49 Sean fi, fo € R[z®/a € IR?], trinomios en el plano. Entonces, el
nidmero mdzimo de soluciones no degeneradas del sistema fi(x1,x9) = fo(x1,22) =0
en el primer cuadrante (IR2,), es:

o 0 si Newt(f1) + Newt(f2) es un segmento,
o 2 si Newt(f1) + Newt(f2) es un tridngulo,
o/ si Newt(f1) + Newt(fs) es un cuadrildtero o pentdgono.

Demostracién. Notemos en forma genérica fi(z) = c;z(@:) 4 cow(92:62) 4 cyq(a3:03)
v fo(z) = cqzl@P) 4 50505 4 cor(@sbe) donde (%) = 52l ¢; € R — 0y los
pares de exponentes de cada trinomio distintos. Podemos suponer los coeficientes
de cada f; no todos del mismo signo, ya que de lo contrario el sistema no tendria

ceros en el primer cuadrante.

Dada A = (ay;)1<ij<o € IR**? una matriz inversible. Sean, la transformacién lineal
¢4 R? — IR? dada por pa(z) := 2.At, y el C®-difeomorfismo ¢ : R%, — IRZ,
dado por:

¢A(l’1, 'r2) = (Itllllxgmaxtllmxgm)a

para el cual, la demostracion de que es un C*°-difeomorfismo puede ser encontrada
en el Capitulo 2, Proposicién 22.
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Observemos que
dalz) = (mLPA(l»O)’ :E%’A((ll))7 por lo tanto, ¢A(x)(a,b) — 2A(0,0) .04 (0.0) _ ppalad)

Asi, dados vectores b(1) y b(2) en IR?, los trinomios fi(z) := 27 °Wf; o ¢pu(x) y
folz) == 2@ f, 0 p4(x) son de la forma

fl () = Cl$<ﬁA(a1,b1)*b(1) + 02$¢A(a2,b2)*b(1) + ngSOA(as,bs)*b(l) y

fz(iﬁ) — C4I¢A(a47b4)—b(2) + CS:E%A(a&bs)—b(?) + CGZESOA(‘I&I?G)_()(Q)‘

Es miis, ya que~¢ A es un C®-difeomorfismo y x € IR2,, los sistemas f(z) = fo(z) =
0y fi(z) = fo(zr) = 0 tienen igual nimero de soluciones no degeneradas en el

cuadrante positivo (ver Proposicion 7).

Veamos que los politopos suma de Minkowski, Newt(f,) + Newt(fs) y Newt(fy) +
Newt( fg) tienen la misma cantidad de caras de dimensién 1 (son poligonos con la
misma cantidad de lados).

Si S1 = {(a1,b1), (az,bs), (as,b3)} v So := {(a4,bs), (as, bs), (as, be)}, entonces, uti-

lizando la Proposicion 41, se puede observar, para ¢ = 1,2, que
Newt(f;) := Conv(pa(S;) — b(i)) = pa(Conv(S;)) — b(i) = @a(Newt(f;)) — b(i).

Por lo tanto,

Newt(fi) + Newt(fs) = oa(Newt(f1)) —b(1) + pa(Newt(fs)) — b(2) =
= pa(Newt(f1) + Newt(fs)) — (b(1) + b(2)),

usando en la segunda igualdad la linealidad de 4.

Con lo cual, pasando una vez més por la Proposicién 41, los politopos Newt( fl) +
Newt( fg) y Newt( f1) + Newt( fg) tienen la misma cantidad de caras de dimensién
1.

Esto nos va a permitir, utilizando una ¢ 4 apropiada, reducir nuestro sistema a otro
conveniente en algtin sentido.

En la demostracion diremos que dos sistemos son equivalentes si tienen el mismo
numero de soluciones no degeneradas en ]R2>0 y los politopo suma de Minkowski
tienen la igual cantidad de facetas.

Durante la demostracion llamaremos normal de un politopo P, a todo vector nor-

malizado v € IR? que define una cara de dimensién 1.
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Sea P; el politopo de Newton de f;. Asi, dado que es la capsula convexa de un
conjunto de tres puntos distintos, éste puede ser un segmento, en caso de que los
tres puntos estén alineados, o un triangulo si no lo estan. Por lo tanto, puede tener
dos normales, una la inversa de la otra, o tres normales, una por cada una de las

tres caras del tridngulo.

1. Si P = Newt(f1) + Newt(f;) es un segmento:

Por lo observado en la primera parte de la demostracion, elegiremos la matriz in-
versible A y los vectores b(1) y b(2) apropiados.

Sean v y —v las unicas dos normales de P, entonces, utilizando la Proposicién 39
podemos concluir que, al igual que P, las normales de P; y Py son v y —v.

Por lo tanto, los vectores no nulos (ag —ay, by —by), (a3 —aq,b3—by), (a5 —ay, bs—by)
y (ag — a4, bg — by) son perpendiculares a v. Asi, podemos suponer a los tres ltimos
un miultiplo no nulo del primer, con escalares a,b,c € R — {0} respectivamente.

Sea A € IR**? la matriz de rotacién tal que @4(ay — ai, by — b)) = (0,1). Asi, si
b(1) == pa(ay, b)) y b(2) == pa(as, by), el sistema F : fi(x) = fo(z) = 0 resulta

c C ~ C C
fi(z) :1+£$1+*3$6f y f2(55):1+*5x?+*617(f
8] 1 Cy Cy

sin ceros no degenerados, ya que g—F = 0. Con lo cual, por ser F'y F sistemas
x2

equivalentes, F' no tiene soluciones no degeneradas en el primer cuadrante.

2. Si P := Newt(f1) + Newt(f>) es un tridngulo:

Por la Proposicion 40, sean v(1), v(2) y v(3) la tres normales de P, donde ninguna
es la inversa aditiva de otra. Por lo tanto, no solo P; y Ps no son segmentos, sino que
son triangulos con las mismas normales v(1), v(2), v(3). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que v(1) es normal a 1(1) := (ag — ay,be — by) vy a (a5 — ag,b5 — by), y
v(2) normal a n(2) := (a3 —a1,b3 —b1) y a (ag — a4, bg — by). Asi, existen a,b € Rq
tal que

(a5 — aq, b5 — by) = an(l) y (ag — aq, b — by) = bn(2).

Es mas, por descarte podemos afirmar que
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(ag — ag,bs — by) = n(2) —n(1) y (as — as,bs — bs) = bn(2) —an(1),

son perpendiculares a v(3), y como consecuencia linealmente dependientes. Por lo

tanto, dado que n(1) y 7(2) son linealmente independientes, concluimos que a = b.

Sea A € IR**? la matriz inversible tal que w4(n(1)) = (1,0) y p(n(2)) = (0,
sean b(1) := @a(ar, b)) v b(2) := @a(as, by). Asi, el sistema F : fi(x) = fo(z) = 0,
equivalente a F', es de la forma

~ 1 _ c c
filz) = =27V froga(z) =1+ 2r1 +
1 C1 C1

1 c c
folz) = =27 fyopu(x) =1+ —5.7:? + —%g.
Cy Cq C4
Si a = 1, el conjunto de soluciones de F es la interseccién de dos rectas, con lo cual,

F tiene a lo sumo un cero no degenerado. Asi, podemos considerar que a # 1.

Supongamos que Z := f, '(0) es no vacio, y veamos que es una variedad. Por la
Proposicién 10, nos alcanza con mostrar que 0 es un valor regular de f; : ]R2>0 — R,
resultando inmediato ya que las derivadas parciales, como se puede observar, son

nunca nulas en el primer cuadrante:

afz(l“) _ G a1 3f2($) _ %6, b1 _
o, N 64&3jl =0 Y O B C4bx2 =0

Es maés, por la Proposicion 48, Z es una variedad unidimensional conexa no com-

pacta.

Dado que el conjunto de ceros de f; es una recta, si logramos mostrar que Z no tiene
ni puntos de tangencia vertical, ni puntos de inflexién, utilizando la Proposicion 44,
podemos mostrar que el conjunto de componentes conexas de la interseccién entre la
recta IL : 14+ 221+ 2 = 0y la variedad Z es menor o igual que 2, y en consecuencia

F' tiene a lo sumo 2 soluciones no degeneradas (recordemos que toda solucién no
degenerada es en particular aislada).

Sea ¢ : R — Z el C*°-difeomorfismo del Teorema de Clasificaciéon de variedades
conexas 1-dimensionales. La aplicacién f; o1 : IR — IR es idénticamente nula,

resultando también asi su derivada, por lo tanto,
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a2y (871 () + a=Saa () (E) = 0, VteR.
Cy Cy

— —
£0 #0

Asi, por ser ¢ un C*°-difemorfismo, ¢'(t) # 0, con lo cual, ¢} (t) # 0 para todo t y,
por definicion, Z no tiene puntos de tangencia vertical.

Utilizando la Proposicion 45, si z es un punto de inflexiéon de Z, el polinomio ho-
mogéneo cubico desarrollado en la observacion 46 se anula en Ty = 27 y T := 2aj.

Asi, si reemplazamos los coeficientes de fo, obtenemos las siguientes ecuaciones

#0
—_—~

1+ 7T+ T, =0, por estar z en Z, y Ty Ty(1 — a)(T) + T) = 0,

que no pueden ser verificadas al mismo tiempo, por lo tanto, Z no tiene puntos de
inflexién.

Concluimos, de este modo, que si P es un tridngulo, el sistema trinomial tiene a lo
sumo dos soluciones no degeneradas. Veamos con el siguiente ejemplo que la cota
es alcanzada.

El sistema trinomial
b—a) — 29 =R — 27 — 25 =0, conR>Oy\/§.R>b>R,

tiene como suma de Minkowski de los politopos de Newton de cada trinomio al
tridngulo con vértices en (0,0), (3,0) y (0,3) y soluciones no degeneradas

b1 b1 b1 b1
(5 VIR B D~ VAR - ?) (5 VIR D~ VAR - 7).

En los dos casos restantes debemos mostrar que el nimero maximo de soluciones
en el primer cuadrante es cuatro. Por lo tanto, verifiquemos, que si alguno de los
trinomios tiene como politopos de Newton un segmento, entonces el sistema tiene

otro equivalente con a lo sumo cuatro soluciones no degeneradas.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Newt(f;) es un segmento y los pares
(a1,b1) y (az,by) sus extremos. Sea A € IR**? la matriz de rotacién que verifica que
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walag —ay, by — by) = (1,0). Asi, si b(1) := @a(as,by) y b(2) := (0,0), el sistema
F: fi(z) = fo(z) = 0 equivalente a F, es de la forma

< 1

filz) = =27 floga(z) =1+ 951:1 + 6—39[;‘1’, donde 0 < a <1
(6] C1 C1

f2<x> — xfb(Z).f2 o pa(z) = 041,(&4,174) + C5$(65’b5) + CGx(anbG).

Por el Corolario 21, el trinomio fl (x1), pensado en una sola variable, tiene a lo sumo
dos ceros, que reemplazados por separado en fg dan como resultado o el polinomio
nulo, en cuyo caso F no tiene soluciones no degeneradas, o un m —nomio en x» (con
1 < m < 3), que nuevamente por el Corolario 21 tiene a lo sumo dos ceros. Por lo

tanto, F' tiene a lo sumo cuatro soluciones no degeneradas.

En adelante vamos a suponer a los f; con politopo de Newton un tridngulo.

3. Si P := Newt(f1) + Newt(fs) es un cuadrilatero.

Sean v(1), v(2) y v(3) las tres normales de P;. Por la Proposicién 47 y por ser P;+Px
un cuadrilatero, podemos afirmar, sin pérdida de generalidad, que las normales de
Py son v(1), v(2) y v(4) con v(i) # v(j) sii # j.

Supongamos que los lados de P; y Py con normal v(1) tienen como extremos res-
pectivamente a { (a1, b1), (az,b2)} v { (a4, bs), (a5, bs)}, con (ay,b1) y (a4, by) extremos
también de los lados de normal v(2). Asi, existen reales positivos a y b tal que

(as_a4>b5_b4):a(a2_a1762_b1) y (aﬁ_a4yb6_b4):b(a?;_alabfi_bl)>

con a distinto a b, por ser v(3) # v(4).

Sean A € IR**? la matriz inversible que verifica que p4(ay — ay, by — b)) = (1,0) y
gziA(a~3 — al,b§ —by) = (0,1). Sib(1) := palar,b1) vy b(2) := pa(ag,bs), el sistema
F: fi(x) = fa(x) = 0 es de la siguiente forma:

1 c c
filz) = =27V froga(z) =1+ fxl + ;3$2,
1

1

_ s 4 C
folz) = =27 fy 0 pa(x) = 1+ 2af + —ab.
Cyq Cy C4

De la misma forma que para el caso donde Newt(f;) + Newt(fs) es un tridngulo, si

Z := f51(0) es no vacio, resulta una variedad unidimensional conexa no compacta.
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Por lo tanto, utilizando la Proposicién 44, nos alcanza con mostrar que Z no tiene

puntos de tangencia vertical y tiene a lo sumo un punto de inflexion.

2
>0

caso donde Newt(f1) + Newt(fz) es un tridngulo, Z no tiene puntos de tangencia

Las derivadas parciales de fg no se anulan en IRZ,, por lo tanto, al igual que en el

vertical.

Si z € Z un punto inflexién, por la Proposicién 45, el polinomio homegéneo ciibico
de la observacion 46 se anula en Ty := 22 y Tp := E—Exg Asi, si reemplazamos con

los datos del problema, obtenemos que (77, 73) es la unica solucién del

#0
aleTg(a(b — 1)T1 + b(a — 1)T2) = O, 1+ Tl -+ TQ = O,
& (a(b—1)T1 +bla—1)(-1-T1)) =0, 1+T1+T5=0
< (a—b)T+bla—1)=0 y (a —b)Ty —a(b—1)=0.

un sistema en 77 y 15, que tiene como conjunto de soluciones a la interseccién entre
dos rectas distintas en el plano. Por lo tanto, T} = « y T, = (3, para algunos
a, B € 1R.

Con lo cual, si (z1,25) es un punto de inflexion, entonces es solucion del sistema:

Cs Ce
228 —a=—ay—3=0.

C4 C4
Asi, utilizando el Corolario 21, se concluye que a lo sumo existe un punto de inflexion.

Por lo tanto, por la Proposicién 44, el sistema F, y en consecuencia F', tiene a lo

sumo 3 soluciones.

Asi, uno puede concluir que un sistema trinomial, F': fi(x) = fo(x) = 0, con cuatro
soluciones no degeneradas tal que Newt(f;) + Newt(f,) es un cuadrildtero, verifica

que uno de sus trinomios tiene politopo de Newton un segmento.

Un sistema donde se verifica la igualdad puede ser F' : fi(z) = fa(z) = 0, donde

fi(xy,m2) = (21 — (1) ) (21 — (2) ), fo(w1,29) = (22 — B(1) ) (22 — B(2) ),
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con (i), B(3) € Rso, (1) # a(2) y B(1) # ((2). El cual tiene como conjunto de
soluciones a {(«(i),5(4)) /1 < i,j < 2} todas no degeneradas, y el politopo suma
de Minkowski es el cuadrado con vértices (0,0), (2,0), (2,2) y (0,2).

4. Si Newt(f1) + Newt(fs) es un pentagono.

Sean v(1), ¥(2) y v(3) las tres normales de P;. Por la Proposicién 47 y por ser
Py 4+ Py es un pentagono, vamos a suponer que las normales de Py son v(1), v(4) y
v(5) con v(i) # v(j) sii # j.

Podemos asumir que los lados de P; y P, con normal v(1) tienen como extremos
respectivamente a {(aq,b1), (a2,b2)} v {(a4,bs), (as,bs)}. Por lo tanto, si n(1) :=
(ag — a1, by — by), el vector (a5 — ay, bs — by) = an(1l) que, sin pérdida de generalidad,
vamos a suponer a > 0.

Para que sea méas comprensible, vamos a reducir el sistema en dos etapas.

Sea A € IR**? la matriz de rotacion tal que @4(n(1)) = (1,0). Entonces, si b(1) :=
@alai, b)) vy b(2) :== @alay, by), el sistema F : fi(z) = fo(x) = 0 es de la forma

1 o
Fi(z) = =27 £ o ga(z) = 1+ 2oy + Balaabs)
&1

Cl Cl
rs 1 C C o~
fQ(x) = *x_b(2).f2 o ¢A((Ij) =1 =+ jxcll + ﬁx(a&bﬁ)’
Cy Cy Cy

donde (as, 53) = palaz — a1, by — b1) v (s, 56) = palag — as,bs — by).
Veamos que l~)3 y 56 son no nulos con el mismo signo. Es inmediato ver que son no
nulos, ya que Newt(f;) y Newt(f,) son tridngulos.

Como Py y P, comparten la normal v(1) y ¢4 es una rotacion, entonces @4(v(1))
es normal tanto para Newt(f;) como Newt(fs). Asi, es inmediato observar, dado
que va(n(1)) = (1,0), que pa(r(1)) = (0,£1). Por lo tanto,

+b3 = (as, bs).(0,£1) >0 y + b = (ag, bg).(0,£1) > 0,
resultando que 1~)3 y 56 tienen el mismo signo.

Supongamos que el dngulo entre los vectores (1,0) y (ds, bs) sea mayor que el angulo
entre (1,0) y (dg, bg). Entonces,

(d@, 66) = C(l, O) + d(6~l3, 63),

93



con ¢, d € Ryg
Con lo cual, dada A € IR**? tal que v;(1,0) = (1,0) y ¢ 5(as, bs) = (0, 1), obtenemos
el siguiente sistema equivalente:

~ (&) C3

fiogi(ri,z0) = 1+ —x1 + —x9,
C1 C1

i Cs Co

foopi(zr,me) = 14 =z + —x‘fxg,
Cq Cq

donde a, b, ¢ € R+y.

Para el caso donde el 4ngulo entre los vectores (1,0) y (as, b3) sea menor que el &ngulo
entre (1,0) y (dg,bg), simplemente elegimos A € IR?*? tal que v;(a,0) = (1,0) y
@A(gLGa bﬁ) = (&37 b3>

Mediante un abuso de notacién, llamemos f; a f; o ¢ i

Al igual que en los casos anteriores, si Z := fg_ 1(0) es no vacio, resulta una va-
riedad unidimensional conexa no compacta, sin puntos de tangencia vertical, ya
que la derivada parcial de fy con respecto a x5 no se anula en Z. Asi, utilizando la

Proposicién 44, solo nos resta mostrar que tiene a lo sumo 2 puntos de inflexién, para

poder afirmar que F', y en consecuencia F', tiene a lo sumo 4 ceros no degenerados.

Si z es un punto de inflexién de Z, por la Proposicién 45, se verifican las siguientes
igualdades:

£0
T2 2 2
Tod [a*(d — )T} + alad —d — 2¢)Th Ty — c(c+d)T5] =0, 1+T1+T2=0. (3.4)

Trabajaremos sobre la primer igualdad, teniendo siempre presente, aunque no en
forma explicita, la segunda. Entonces:

a*(d —1)T? 4+ alad —d — 2¢)Ty (=1 —Ty) — c(c+d)(1+T1)* =0
& la(—a+2c+d)—clc+d)]T? + [ad(a+1)—=2FTy — clc+d) =0,

un polinomio no nulo, dado que el término independiente es distinto de cero, de

grado a lo sumo 2. Con lo cual, el sistema (3.4), tiene a lo sumo dos soluciones.
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Sea T} = ay Ty, = (3 una posible solucién. Entonces, analicemos cuantos (x1,z3) €
]RQ>0 pueden llegar a verificar:

%x‘l‘—a:(), y %mix‘;—ﬁzo.

Cy Cq
Por el Corolario 21, existe a lo sumo un z; € IR+ que satisface la primer igualdad.
El cual, en cuyo caso exista, reemplazado en la segunda igualdad, hace de ésta una
ecuacién en una variable de dos monomios. Asi, una vez mas, por el Corolario 21,

tiene a lo sumo una solucién.

Por lo tanto, Z tiene a lo sumo dos puntos de inflexiéon. Concluimos de este modo
que si el politopo suma de Minkowski es un pentagono entonces el sistema tiene a

lo sumo 4 soluciones.

Un sistema donde se alcanza la igualdad es F': fi(x1,22) = fo(2z1,22) = 0, donde
5
fl(x1,$2):x§_7371+127 f2(x1>x2):x§_6xlx2+1-

El cual tiene como conjunto de soluciones a {(3,2),(3,3),(4,3),(4,3)}, todas no
degeneradas. Y la suma de Minkowski de los politopos de Newton de cada f; es el
pentdgono con vértices {(0,0), (2,0),(3,1),(2,2),(0,2)}.

Existen sistemas con cuatro soluciones en el primer cuadrante que tienen el politopo
suma de Minkowski un pentagono y el politopo de ninguno de los f; es un segmento.
Un sistema con estas caracteristicas puede ser el siguiente:

11
f1<$1,1’2) =1- x% —r{°x3, f2(371,552) =13 - 144z, — 5.

Donde una aproximacién numérica del conjunto de soluciones es:

{(0.01105072562, 1.284086955), (0.8464051620, 0.081176567),
(0.2136875288, 0.9922899585), (0.5241914530, 0.5451643077) }.

Damos de este modo por terminada la demostracion del Teorema.

Podemos notar facilmente que un sistema de dos trinomios en dos variables tendra 5
soluciones no degeneradas solo si la suma de Minkowski de los respectivos politopos
de Newton es un hexagono.
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